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Presentacion

Calculo Diferencial nace con un proposito claro: ofrecer un puente solido entre la intuicion y
el rigor matematico, para que el estudiante comprenda qué es una derivada, por qué importa y
como aplicarla con solvencia en problemas reales. El libro avanza desde ideas accesibles, la
tasa de cambio y la pendiente de la tangente, hacia formulaciones precisas basadas en limites,
cuidando que cada nuevo concepto se sustente en ejemplos significativos y en una practica
guiada y progresiva.

La obra estd pensada para cursos iniciales de Calculo en carreras de Ingenieria, Ciencias,
Economia y Educacion, y supone como prerrequisito inicamente un manejo basico de algebra
y trigonometria. Su enfoque didéactico combina tres ejes: (i) construccion conceptual paso a
paso, (ii) formalizacion limpia y sin ambiguedades, y (iii) aplicacion a situaciones de modelado,
optimizacion e interpretacion de resultados. Por eso, cada seccion introduce la idea central, la
formula con precision y la ejercita mediante problemas graduados que fortalecen la técnica y,
a la vez, el criterio.

La estructura responde a una progresion natural del contenido. Iniciamos con la definicion de
derivada y sus notaciones, para luego estudiar las derivadas laterales y los casos en que la
diferenciabilidad falla (discontinuidades, esquinas, cispides). A continuacion, se presentan las
reglas basicas y el algebra de derivacion, asi como la regla de la cadena; se incluyen capitulos
especificos para la diferenciacion implicita, paramétrica y logaritmica, y un tratamiento de las
derivadas de orden superior con miras a la concavidad, el criterio de extremos y la aproximacion
mediante polinomios de Taylor. El recorrido culmina con la interpretacion geométrica y
aplicaciones que conectan la teoria con problemas de fisica e ingenieria.

Para acompariar el aprendizaje, el texto ofrece ejemplos resueltos con comentarios pedagégicos,
advertencias sobre errores frecuentes, y conjuntos de ejercicios propuestos organizados por
nivel de dificultad. Los apéndices condensan formulas y tablas de uso comun, asi como la
notacion empleada, de manera que el estudiante disponga de un material de consulta rapido
mientras avanza en los capitulos.

Con este equilibrio entre comprension, formalismo y practica, Calculo Diferencial busca ser un
recurso confiable tanto para el estudio autbnomo como para la ensefianza en aula, cultivando
no solo la habilidad de calcular derivadas, sino, sobre todo, la capacidad de pensar con ellas.

El autor



Resumen

Célculo Diferencial ofrece una introduccién rigurosa y pedagdgica al estudio de la derivada
como tasa de cambio instantanea y como pendiente de la recta tangente. El texto avanza desde
la definicion formal via limites y la exposicion de notaciones clasicas hasta el andlisis de
derivadas laterales y de los casos en que la diferenciabilidad falla (discontinuidades, esquinas,
cuspides, tangentes verticales). Desarrolla con claridad las reglas basicas y el algebra de
derivacion, la Regla de la Cadenay técnicas especificas de diferenciacion implicita, paramétrica
y logaritmica. Incluye un tratamiento de las derivadas de orden superior orientado a la
concavidad, la identificacion de extremos y la aproximacion local mediante polinomios de
Taylor. El libro culmina con la interpretacion geométrica y un conjunto de aplicaciones en
fisica, ingenieria y economia (velocidad, aceleracién, optimizacién, esbozo de curvas),
reforzadas por ejemplos comentados, advertencias sobre errores frecuentes y ejercicios
graduados para la préctica autbnoma o guiada. Apéndices con notacion, tablas y resimenes
operativos facilitan la consulta rpida. Concebido para cursos iniciales en ciencias e ingenieria,
el enfoque integra intuicion, formalismo y resolucién de problemas, buscando que el estudiante
no solo calcule derivadas con solvencia, sino que desarrolle criterio para modelar y argumentar
con ellas.

Palabras clave: Derivada, limites y continuidad, regla de la cadena, diferenciacion implicita,
optimizacion.
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Abstract

Differential Calculus offers a rigorous and pedagogical introduction to the study of the
derivative as an instantaneous rate of change and as the slope of the tangent line. The text
progresses from the formal definition via limits and the exposition of classical notations to the
analysis of lateral derivatives and cases in which differentiability fails (discontinuities, corners,
cusps, vertical tangents). It clearly develops the basic rules and algebra of differentiation, the
Chain Rule, and specific techniques of implicit, parametric, and logarithmic differentiation. It
includes a treatment of higher-order derivatives oriented toward concavity, the identification of
extrema, and local approximation using Taylor polynomials. The book culminates with
geometric interpretation and a set of applications in physics, engineering, and economics
(velocity, acceleration, optimization, curve sketching), reinforced by annotated examples,
warnings about common errors, and graded exercises for independent or guided practice.
Appendices with notation, tables, and operational summaries facilitate quick reference.
Designed for introductory courses in science and engineering, the approach integrates intuition,
formalism, and problem solving, seeking not only to enable students to calculate derivatives
competently, but also to develop criteria for modeling and arguing with them.

Key words: Derivative, limits and continuity, chain rule, implicit differentiation, optimization.
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Introduccion

El Calculo Diferencial estudia con rigor una idea sencilla y poderosa: como cambia una
cantidad en un instante. La derivada, entendida a la vez como tasa de variacion instantanea y
como pendiente de la recta tangente, permite modelar movimientos, crecimientos y procesos de
optimizacion en fisica, ingenieria, economia y ciencias de la vida. Este libro busca tender un
puente claro entre la intuicion, el rigor y la técnica, para que el lector no solo calcule, sino que
piense con derivadas.

La obra esta dirigida a estudiantes de primeros cursos universitarios en ingenieria y ciencias,
asi como a docentes que requieren un material estructurado, autocontenido y progresivo. Se
asume un manejo basico de algebra, funciones y trigonometria; los elementos esenciales de
limites y continuidad se presentan cuando son necesarios para fundamentar la definicion de
derivada y sus propiedades. El enfoque privilegia la comprension conceptual sin sacrificar
precision ni destreza operativa.

La organizacion responde a una progresion natural. Se inicia con la definicién formal de la
derivada a partir del cociente incremental y su interpretacion geométrica y fisica. Luego se
estudian las derivadas laterales y los casos en que la diferenciabilidad falla, como
discontinuidades, esquinas, cuspides y tangentes verticales. Con esa base se desarrollan las
reglas basicas y el algebra de la derivacion, incluida la regla de la cadena, y se presentan técnicas
especificas de diferenciacion paramétrica, implicita y logaritmica. El recorrido se completa con
las derivadas de orden superior, la concavidad, los criterios de extremos y las aproximaciones
locales de tipo Taylor, y con la interpretacion geométrica y aplicaciones al esbozo de curvas y
a problemas de optimizacion.

La metodologia combina ejemplos comentados, contragjemplos que afinan el criterio y
gjercicios graduados que van de lo elemental a lo desafiante. Cada seccion destaca errores
frecuentes, como confundir continuidad con derivabilidad o forzar la evaluacion de un cociente
cuando el intervalo considerado es nulo, e incluye recomendaciones practicas para verificar
resultados, entre ellas revisar dominios, unidades y comportamiento grafico. Para facilitar el
estudio, el libro adopta una notacion consistente y ofrece, al final, bibliografia de consulta y
tablas de uso comun.

Este texto se concibe como base solida del calculo en una variable. La integracion, las
ecuaciones diferenciales y la extension a varias variables se mencionan Unicamente para
motivar ideas, y su desarrollo sistematico queda para cursos y volimenes posteriores. Con esta
orientacion, el lector encontrara un camino claro y exigente para dominar el lenguaje del
cambio: la derivada.






Capitulo |

[ a derivada

a derivada es la herramienta central del calculo para medir como cambia una magnitud

en un instante. Partimos de la tasa de variacion promedio (cociente incremental) vy, al

hacer que el intervalo de tiempo o de entrada tienda a cero, obtenemos la tasa de cambio
instantanea, definida rigurosamente como un limite. Este capitulo presenta la definicion formal
de derivada, sus notaciones historicas y modernas, y su doble interpretacion: geométrica, como
pendiente de la recta tangente a la curva en un punto, y fisica/lecondmica, como velocidad
instantanea o costo marginal. Examinamos condiciones bésicas de existencia, la relacion
“derivable = continua”, y ejemplos y contraegjemplos (incluyendo funciones con esquinas o
cuspides). Finalmente, introducimos la derivada como funcion, discutimos errores comunes al
manipular el limite (la indeterminacion 0/0 y cerramos con una bateria de ejercicios guiados
que conectan la intuicion con el rigor, preparando el terreno para las reglas de derivacion y
aplicaciones de capitulos posteriores.

1.1. ;Qué es la derivada?

La derivada de una funcion en un punto es el concepto fundamental del calculo diferencial y
formaliza la idea de la tasa de cambio instantanea o la pendiente de la recta tangente en un punto
especifico de su gréfica.

Sea la funcion f: R — R tal que y = f(x)

La derivada de una funcion f'(x) representa a todas las pendientes de las rectas tangentes de
los puntos de la curva y esta dada como:
f(x + h) — f(x)

h

f'(x) = }li_r;r(l)

El dominio de esta nueva funcion f'(x) (Derivada) son todos los puntos del dominio de la
funcién inicial f(x) que hacen que el limite exista, es decir:

Dom(f’(x)) c Dom(f(x))

15
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1.2. Notaciones histdricas y modernas

Distintos matematicos desarrollaron notaciones para la derivada, cada una con sus ventajas y

que aun se usan en contextos especificos.

« Notacion de Newton (Fluxiones):

(o]

(o]

O

Simbolo: y* (y punto).

Uso: Newton denotaba las derivadas con respecto al tiempo. Es muy comdn en
fisica e ingenieria para representar velocidades (derivadas de la posicion
respecto al tiempo) y aceleraciones.

Ejemplo: Si s(t) es la posicion, s'(t) es la velocidad y s”(t) es la aceleracion.

« Notacion de Leibniz (Diferenciales):

O

(o]

O

Simbolo:

dy

dx
Uso: Gottfried Wilhelm Leibniz introdujo esta notacion, que es extremadamente
sugerente. Trata la derivada como un cociente de "infinitésimos" (dydy y dxdx).
Esta perspectiva es muy util en aplicaciones fisicas y para recordar reglas como
la de la cadena (dxdy=dudy-dxdu).

Ejemplo: La derivada de y=x2y=x2 se escribe dydx=2xdxdy=2x.

« Notacion de Lagrange:

(0]

Simbolo: f'(x)f'(x) (f prima de x).

Uso: Introducida por Joseph-Louis Lagrange, es la notacion mas comudn en
matematicas puras por su brevedad y claridad para hablar de la funcién derivada.
Se puede extender a derivadas de orden superior: f'(x)f"(x) (segunda
derivada), f'"'(x) f"’(x) (tercera derivada).

Ejemplo: Si f(x)=sinl/0}(x)f(x)=sin(x), entonces f'(x)=cosi/o(x)f'(X)=cos(x).

« Notacion de Cauchy (Operador D):

(0]

o

Simbolo: DxyDxy o Df(x)Df(x).
Uso: Augustin-Louis Cauchy populariz6 esta notacidn de operador, que es muy

poderosa. DxDx significa "la derivada con respecto a xx de...". Es especialmente

16



Calculo diferencial Paucara, L.

util para derivadas de orden superior, donde se escribe Dx2yDx2y para la
segunda derivada.
o Ejemplo: Dx(x3)=3x2Dx(x3)=3x2.

Resumen de otras notaciones:

« f(X): Notacion de Lagrange, la mas comdn.

o dxdy: Notacion de Leibniz, muy intuitiva.

e y'Y': Notacion de Newton, usada para derivadas temporales.

« Dxf: Notacion de operador, Gtil en contextos formales.

¢ Y'Yy Una abreviacion de la notacién de Lagrange cuando el contexto es claro.

Durante el desarrollo histérico del calculo diferencial, cuatro matematicos notables introdujeron
notaciones para representar el operador de la derivada.

Siendo y = f(x)

Notaciébn Propuesto Observacion
y' Newton  Era su propia notacion
f' Lagrange Influencia de Newton
d Leibniz Ofrece una mejor
dx perspectiva para la

comprension y
solucién de problemas
D, Cauchy Mayor uso en las
Ecuaciones
diferenciales

af

i LAy at .
Otras notaciones: T D,y; D,f
Por lo tanto:
,dy d - f(x+h) —f(x)
y = =10 =) = D,f(x) = lim ————

Algunos textos de calculo (Franzk Ayres, Piskunov, etc ) usan la siguiente expresion en la
derivada.

dy Ay f(x+ Ax) —f(x)

dx Alalc—>0A_x B }zl—rftl) Ax

Es practicamente lo mismo asi que no te preocupes.

17
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Ejercicios de aplicacion

Manzanita 1
Derivar usando la definicion f(x) = —3x?

Solucion:
Recordando la definicioén:

, . fx+h)—f(x)
e =
Calculamos.

f(x) = —=3x?

f(x+h) ==3(x+ h)?> = —3[x? + 2xh + h?]

f(x + h) = —3x% — 6xh — 3h?

Reemplazamos en la formula:
) - —3x% — 6xh — 3h? — (—3x?)
fe) = lim h
‘i) < 1 —6xh — 3h?
f60 = fim——p—
f'(x)= }Lin(l) —6x —3h = —6x

f'(x) = —6x
y =f(x) =x"
i Para el desarrollo
puedes usar:
Reemplazar y desarrollar 1
fx+h)=(x+h)" 11
1 2 1
v 1331
L 1 4 6 41
Reemplazar en la definicion Triangulo de Pascal
£'(x) = lim fGth)—fC) 6 Usar la formula de
h-0 h binomio de Newton

de la expresion, a continuacion, pondré algunos ejemplos.

Nota: Sélo si el docente es mezquino lo desarrollas completo ya que solo necesitamos el ler y 2do término

(x + h)* = (x* + 4x3h+...)
(x+h) = (7 +7x°h+...)
(x + )8 = (x*® + 18x"h+...)

e Derivar usando la definicion f(x) = 2x3

flx+h)=2(x+h)3=2(x3+3x%h+...)

) < i 2% +6x%h — (2x%) " 6x%h
fx)= pm n = im W
f(x) = 6x*

18
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¢Por qué solo se toman 2 términos?

Porque el resto de términos son innecesarios, ya que el resto de términos
tiene la variable h el cual al reemplazarlo solo los anula; més bien ¢ya
puedes hallar los dos términos? Pista el ler término es “X” elevado al
exponente y en el 2do término el coeficiente es el grado del ler término,
“x” elevado al exponente disminuido en 1 y acompaifiado de h.

Manzanita 2
Derivar usando la definicion f(x) = x_is

Solucion:
Recordando la definicion:

fx+h) —fix)
h

f(x) = lim
Calculamos.

fx) =—

x—-5

f(x+h) =

1
x+h-5

Reemplazamos en la formula:
11
, _ .. X+h-5 x-5
f@ =l
x—5—(x+h-5)
lim (x+h—-5)(x-5)
h—0 h
o) = 1i —h -1
S = N G+ h=5)(x=5) _ =57

f(x)=

1
f(x) =——=
) a(x) ¢ Qué? ¢No recuerdas
como restar? Facil
¢ a ¢ ad—cb
Reemplazar y desarrollar b d_ bd
f b = Fécil usando método de
(e +h) = a(x + h) la mariposa
Restar f(x + h) — f(x)
i Es casi obligatorio el
Reemplazar en la definicion restar fracciones, pero si
o - 1 alx + h) — a(x) no ':e gusta, Ipufedes |
x) = lim -~ At 1) -al) reemp aza;i(:]r;l a formula

19
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Manzanita 3

Derivar usando la definicion f(x) = vV3x + 1

Solucion:
Recordando la definicion:

fx+h)—fx)

f () = Jim h
Calculamos.
f(x) =V3x+1

fx+h)=+3(x+h)+1

Reemplazamos en la formula:

V3x+h)+1—-+v3x+1
h

£(x) = lim 3(x+h)+1—-(Bx+1)

h=0p (,/3(x +h)+1++V3x+ 1)
3h

f(x) = lim

3

f'(x) = lim =
f(x) = Yb(x) Para la solucion de
¢ este limite es

indispensable eliminar
Reemplazar y desarrollar . .
las raices es decir

f(x + h) = Vb(x + h) racionalizar

v
Reemplazar en la definicion En este tipo de
b+ h) =) problemas usaremos el
f'(x) = lim A F.R. ya descrito en el
libro de limites.

e Derivar usando la definicion f(x) = V3x2 + 2
fOc+h) =430x+h)2+2=1/3x2 + 6xh+...+2
V3x2+6xh+2—33x2+2 FR

‘0 = i FR
f(x) = lim A X 7p
0 = i 3x2 + 6xh +2— (3x% +2)
/o) =]im h-FR
, . 6xh 6x
f[x)=1

mh =— 3
n=0h-FR 44327 1 2)

20
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Manzanita

Derivar usand

Solucion:

4

o la definicion f(x) = cos (3x)

Recordando la definicioén:

Calculamos.

fx+h) - fx)
h

f(x) = lim

f(x) = cos (3x)
f(x+ h) =cos [3(x + h)] = cos [3x + 3h]

Reemplazamos en la formula:
cos [3x + 3h] — cos (3x)

f(x) = lim

C

f(x) = lim

f(x) = lim

h
os 3x cos 3h — sen 3x sen3h — cos (3x)
h
cos 3x [cos 3h — 1] — sen 3x sen3h
h
cos3x[cos3h —1] sen3x SenShl
h h

fx) = :IJL%I

sen3h
cos3x (0) — 3sen 3x ]

f'(x) = cos3x (0) — 3sen 3x (1) = —3sen3x

sen u(x)
f(x) =< cosu(x)

tg u(x) Si es:
¢ sen(a + b) =
senacosb + senbcosa
Reemplazar Si es:
f(x+h)=g(x+h) cos(a+b) =
¢ cosacosb — senasenb
Sies:
Reemplazar en la definicion tga + tgb
r _glx+h)—f(x) tg(a+b) = 1—tgatgb
G = lim=————

En la parte final buscaremos las siguientes expresiones

. senx . tgx . 1-—cosx o 1l—cosx 1
lim =1=1lim—,lim =0;lim 5 ==
x-0 X x-0 X x-0 X x—0 X 2
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Manzanita 5

Derivar usando la definicion f(x) = Inx

Solucion:
Recordando la definicioén:

fx+h) - fx)
h

f(x) = lim
Calculamos.

f(x) =Inx
f(x+h) =In(x + h)

Reemplazamos en la formula:

In(x + h) —1 ln[x+h]
) _ .. In(x —Inx X
e = im -l
1
) _ 1 1l x+h imin [ hin
f(x)—hl_r:r(l)ﬁn[ ]—hl_r}% n[ +;]
. X\ %

, by | G
f'(x)=1In %1_1}(1)[1+;] —ln’lgr(l) [1+;]

11 1
f(x) =In(€)¥ =—-Ine =~

f(x) = In[u(x)]

v

Reemplazar
f(x + h) = In[u(x + h)] Aqui se usara bastante:
Ln(A-B) = LnA + LnB
J Ln(A/B) = LnA — LnB
Reemplazar en la definicion Ln A" = nlnA
fa+h) - ()

f(x) = li
() = lim h

En la parte final usaremos las propiedades:
1

lim[Lng(x)] = Lalim[g(x)]; lim[1 + g(x)]¢) = €
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Manzanita 6
Derivar usando la definicion f(x) = 4*

Solucion:
Recordando la definicion:

fx+h) - fx)

f(x)= lim Y
Calculamos.

f(x) = 4%

f(x + h) = 4¥+h

Reemplazamos en la formula:
4x+h —4x . 4x(4h — 1)

O L

Hacemos un cambio de variable
a=4"-1oa+1=4"=In(a+1) =hln4

In(a + 1)
=——~h->0=>a-0
In 4
Reemplazamos en el limite
a a
SN e ax R
fo) = lim 4 T ~ Am A 4 T
In 4
f'(x) =1lim4*In4
h=0 %ln(a +1)

crN L ax .
f'x)=4 1n4’111§(1) T
In(a + 1)a

1
’ = X — x
f'x)=4 1n4lrl 4*In 4
1.3. Derivada por definicion en un punto

Siendo y = f(x); su respectiva derivada:

d
f'(x) = af(x) = D, f(x)

Se pide evaluar en un punto “a” es decir:

d
f'(a) = af(a) = D, f(a)

Esas son las notaciones de la derivada en un punto; para su respectivo célculo se dara a

conocer 3 métodos.
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Método 1. Se seguira el siguiente procedimiento:
Siendo y = f(x)
1. Se hallara la derivada de la funcion por definicion.

f(x + h) — f(x)
h

f'(x) = }ll_r)r(l)
2. Determinada la funcién f'(x); solo queda reemplazar “x = a”

Este método es el mas frecuente ya que obtenida la funcion derivada puedes hallar su valor
numérico en cualquier punto que desees.

Manzanita 7

Calcular la derivada de f(x) = x> —3xenx = 2

Solucion:
+h)?—-3(x+h)—(x*-3
F @ =lim (x +W)? —3(x +h) — (x* - 3%)

h
x% 4+ 2xh + h? —3x —3h — x% + 3x

h

f(x) = lim
2xh + h? — 3h
h

f(x) = lim
f'(x)=2x-3
Nos pidenen x = 2

F2)=22)-3=1

=lim2x+h—3
h—0

Método 2. Una ligera variacion del método anterior.
Siendo y = f(x)

1. Se determinara “f(a)” y el respectivo f(a + h).

2. Reemplazaremos en la siguiente formula:

f(a+ h) —f(a)

h
El detalle que solo te da el valor numérico de la derivada en ese punto.

f'(a) = }li_r:r(l)
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Manzanita 8

Calcular la derivada de f(x) = x + sen2x en

=1/6
Solucion: =
FE+n)-r(E

Q)= 51
Calculamos.

A Vs Vs
f (g) = g + Sen§
f(%+h) =%+h+sen[2(g+h)]

Reemplazamos en la formula:
L h+sen[2 (E+ h)] - [%+sen%]

AT _ . 6 6
f (6) B ;11—13(1) h
T _ h+sen[%+2h]—sen%
£ (5) =l h
T s T
; (E) i h + senz cos 2h + senthos§ —senx
6 h—-0 h
m h sen% [cos2h — 1] senthos%
£ (g) = my+ h T
m h sen% [cos2h — 1] senthos%
f (E) T hNn + h * h
g [cos2h — 1] senZh%
(§) = lim1+2 2h T2 on

Método 3. Este método se podria considerar como un cambio de variable en el limite.
Siendo y = f(x)
1. Se determinara “f(a)”.
2. Reemplazaremos en la siguiente formula:
f(x) —f(a
£ (a) = lim 2~ f@
x—a X —a

Este método resulta mucho mas practico que los anteriores sin embargo como el método 2
solo te da la derivada en ese punto.
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Manzanita 9
Calcular la derivada de f(x) = Vx? —5en
x=3
Solucion:
@ = iD= @
x—»a X—a
Calculamos.

f)=+32-5=V4=2

Reemplazamos en la formula:

) VxZ—5-2
=M=
£(3) = lim * 9

%3 (x — 3)(Vx2 =5+ 2)
@) 363

x—>3m+2 4 2
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Prueba de habilidades

En las preguntas del 1 al 13 derivar usando definicion.
1-f(x)=4x*+x—8

Rpta.8x + 1
2.- f(x) = 23x
2
Rpta.?/3x73
3-f(x) =2
Rpta.—3x~2
4-f(x) = —

Rpta.—(x — 4)~?
5-f(x) =v5x+1
Rpta. 5/2 (5x + 1)%

6- () = 7

4

Rpta. —m
7.- f(x) = sen(x + 4)
Rpta.cos(x + 4)
8.- f(x) =tg(8x +3)
Rpta.8sec?(8x + 3)
9.- f(x) = In(x? + 13)
2x

Rpta'xz-l-—l?)
10.- f(x) = In(x®)
Rpta.5x7 1
11.- f(x) = 14~
Rpta.14* In 14
12.- f(x) = 5% -4*
Rpta.20* 1n 20

13- f(x) = &%
Rpta.€*
En los siguientes ejercicios determina la derivada en el punto indicado:
14.- f(x) = x>+ 5xenx =1
Rpta.7
15.- f(x) = x + cos2x enx = 1”—2
Rpta.?2
16.- f(x) =Vvx?—-8enx =3
Rpta.3
17.- f(x) = 2%enx = 2
Rpta.41n 2
20.- f(x) = arcsenx enx = %
Rpta.\/i
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Capitulo 11

Derivadas laterales

ste capitulo presenta las derivadas laterales como la herramienta que mide la tasa de

cambio de una funcion al acercarnos a un punto solo desde la derecha o solo desde la

izquierda. Son esenciales en extremos de intervalo y en funciones definidas por tramos,
donde la derivabilidad no puede evaluarse con un Unico acercamiento. Veremos gque una
funcién es derivable en un punto solo cuando ambas derivadas laterales existen y coinciden, y
que la falta de coincidencia permite clasificar no derivabilidades tipicas como esquinas,
cluspides o tangentes verticales. También recordaremos que la derivabilidad implica
continuidad, pero no al revés, con ejemplos candnicos que afinan el criterio. Con esta base,
dispondréas de un diagndstico preciso para estudiar el comportamiento local de las funciones y
preparar el terreno para las reglas de derivacion de los capitulos siguientes.

2.1. ;Qué son las derivadas laterales?

La derivada lateral mide la tasa de cambio instantanea de una funcién cuando nos acercamos a
un punto solo desde uno de sus lados. Si nos aproximamos a con valores mayores que a a,
hablamos de derivada por la derecha; si lo hacemos con valores menores, de derivada por la
izquierda.

La derivada existira si derivada por la izquierda es igual a la derivada por la derecha.
Derivada por la derecha:

f(x + h) — f(x)
h

£ = lim,

Derivada por la izquierda:
f(x + h) — f(x)
h

00 = lin

f'(x) =3 & fL(x) = . (x)
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Por supuesto que:
f(x) —f(a) i f(x +a) —f(a)
—— = lim

f'(a) = lim

x—a X—a h—0 h
€ (a) = 1i f(x) — f(@) _ i f(x +a) —f(a)
e TR T
x>a h>0
. fx)—f@ . flx+a)—f(a)
P@=lin—— =l —y
x<a X a h<0
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Ejercicios de aplicacion
Perita 1

Determina las derivadas laterales

flx) = {’1(

2 x < —1

: =-1
—2x;x2=2-—1 enx

Solucion:
Es muy sencillo comprobar que f es continua solo faltaria calcular las derivadas laterales.

Primero calcularemos derivada por la izquierda

Calculamos la derivada por la izquierda:

fx) =x?
fED=(D2=1

x? —
FD = lim g = Jlim w1
fi(=1)=-2
Calculamos la derivada por la derecha:
fx)=1-2x
f-1)=1-2(-1) =3

, o 1-2x-3 o —2(x+1)

fi=1) :xE‘_“ﬁ x+1 o x+1
fi(=1)=-2

Puesto que f/(—1) = f{(—1) = —2 la derivaes —2
Perita 2

Determina las derivadas laterales
3
x4+ 2xx<1
x) = ’ renx =1
f®) {2x3+1;x21
Solucion:
Es muy sencillo comprobar que f es continua solo faltaria calcular las derivadas laterales.

Primero calcularemos derivada por la izquierda
Calculamos la derivada por la izquierda:

fx) =x3+2x
f)=1)3+21)=3
, o x3+2x-3  (x=-D2+x+3)
f) = lim ——7—=lim ¥ —1
f_'(1)=lir{l_x2+x+3=12+1+3=5

X—
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Calculamos la derivada por la derecha:

fx)=2x3+1

F()=2(13+1=3

, Co2x3+1-3 2(x3-1)
S L - T

x—D*+x+1)

G- =2(1+1+1)

fi(1) =2 liril_
A =6
Puesto que f(1) # f{(1) por lo quef'no existe.
Perita 3

Determina las derivadas laterales
2x +5;x <3
f(x)_{xz—l;x>3'

Solucion:

enx =3

Es facil notar que la funcion f no es continua, por lo cual no es derivable sin embargo aun asi

calcularemos las derivadas laterales

Calculamos la derivada por la izquierda:
f(x)=2x+5

f(3)=23)+5=11

2x+5—-11 y 2(x —3)

FO=Mr = T
fif(3) =2
Calculamos la derivada por la derecha:
fO)=x*-1
f3)=03B)?-1=8

1(3) = 1 x*—1-8 . x?—-9
f+()_xl>r3r’l+ x—3 _xlgl‘x—3

, o (x=3)x+3)
f+(3)—xllg1_ =3 =34+3=6
ffB)=6

Puesto que f(3) # f1(3) por lo quef'no existe.

o —— — —— — — — — — — — —— — — — — —— e e e

derivable.

Teorema: De lo observado notaremos que toda funcién derivada es en
esencia continua sin embargo toda funcion continua no es necesariamente
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Perita 4
Determina las derivadas laterales
f(x) =|x*=9|:enx =3

Solucion:
Recordemos que la funcién valor absoluto es continua en todo su dominio solo nos faltaria
calcular las derivadas laterales.

Calculamos la derivada por la izquierda:

x<3=2>x2<9>x2-9<0
fxX)=x*-9|=—(x%?-9) =9 —x?
fB)=9-(3)?*=0
9—x2-0 - B+x)3—x)

FO=m s T s

f1(3) = lim —(3+4+x) = -6
x—-3%
Calculamos la derivada por la derecha:

x>3=2x2>9=x2-9>0
fO) =1x? =9 =x* -9
f@=0B)?-9=0
, - x2-9-0 o B+x)(x-3)
A=l T T s
fi(3) = lirgl_x+3=3+3=6
xX—

ffB)=6
Puesto que f/(3) # f1(3) por lo quef'no existe.
Perita 5

Determina el valor de k para que la funcion sea derivable.
Inx ;x <1
f() :{k(x— 1);x > 176X = 3
Solucion:
Para la solucion de este ejercicio primero probaremos la continuidad.
f(1)=In1=0
Los limites laterales.

limlnx=In1=0
x-1"

lir{1+ k(x—1)=k(1-1)=0

X—

lim f(x) = lim f(x)=f(1)=0
x—-1~ x—-1t

Donde concluimos que es continua

Ahora procederemos a calcular la derivada
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Calculamos la derivada por la izquierda x < 1.
f)=Inx=f(1)=In1=0

Inx—-0
(1) = lim >x=14+h~h=x-1
x—-1" 1

x F—
1
ff(1) = lim —In(1+h)=In€ =1
x-0"h
Calculamos la derivada por la derecha.
f)=kx—-1)=>f1)=k(1-1)=0

o k(x—-1) -0 )
fi(1) = lim ————— = lim k

x—-1t X — x—-1~

f+() =k
Para que la derivada exista f/(1) = f{(1)

Donde1 =k Rpta.
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2.2. Analisis de la derivabilidad de las funciones

En los ejercicios anteriores solo calculamos las derivadas laterales sin importarnos el
significado; sin embargo, en este tema le daremos un significado a los resultados que obtuvimos
podria decirse que mas geométrico.

Perita 6
Analizar la derivabilidad de la funcion:
(x):{2x3+1 isix <1
g 3x2 ;six>1
Solucion:

Notamos de inmediato que la funcion “g(x)” es continua
Procederemos a estudiar las derivadas laterales en el punto x = 1

Por laizquierda x < 1
gx)=2x3+1 =>g(1)=3
, oo 2x3+1-3 2(x®-1)
== T
gr(1) = lil‘{l 2(x*+x+1)=6
x-1"
Por laderechax > 1
gix)=3x* =g(1)=3
D) = i 3x* -3 . 3(x2-1)
9+() = lim === lim ——
gL = lir{1+ 3(x+1)=6
xX—

Puestoque g_. (1) = gi(1) = g'(1) =6

Como veras la derivada se da en
funciones de grafico continuo,
aue tiene un cambio suave

35



Calculo diferencial Paucara, L.

Perita 7
Analizar la derivabilidad de la funcion:

gx)=|x-3|+1
Solucion:

Notamos de inmediato que la funcion “g(x)” es continua, sin embargo, el punto x = 3 llama
bastante la atencion (siendo |u(x)| se tendra cuidado los puntos donde u(x) = 0).
Primero redefinimos el valor absoluto en el entorno 3.

x<3=>x-3<0
gx)=x-3l+1=—-(x-3)+1=4—x
x=23=>x—-320
gx)=x=-3+1=x-3)+1=x-2
g(x):{4—x;x<3
x—2;x>3

Procederemos a estudiar las derivadas laterales en el punto x = 3

Por la izquierda x < 3

gx)=4-x =293 =1

' (3) = i 4—x—1_1_ 3—x L
=S T T

Por la derecha x > 3

gx)=x-2 =g@3)=1

1 (3) = i x—2—-1_ I x—3_1
g+()—xlgl+ x—3 _xigl+x—3_
Puestoque g~ (3) # g4, (3) = g'(3) = &

En el resto de puntos
si habra derivada

La derivada no existe en los picos o en los cambios
abruptos por ende esta funcion tendré derivada en

todos los puntos excepto en sus picos.
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Perita 8
Analizar la derivabilidad de la funcion:

gx)=V2x—1+2
Enx=1/2

Solucioén:
Notamos de inmediato que la funcién “g(x)” es continua.
Procederemos a estudiar las derivadas laterales en el punto x = 1/2

Por la izquierda x < %

1
gx)=V2x—1+2 :g<§>=2
(1) y V2x—1+2-2  V2x—-1
g_ -] =1 =

z)= I 1 T
, (1) . 2¥2x —1 2 N
— | = —_— _—mmmn (0]
9-12 xiz 2x —1 xf?- (2x — 1)2/3

1
Por la derecha x > >

900 = VZx—1+2 :g@)=2
(1) C Vzx—1+2-2 . Vax-1

! _— = =
g+ \5 11r{1+ 1 11r{1+ 1
xX-z X — 5 Xxo5 X — 5
, (1) o o2\V2x—1 2 N
— | = E————— —_— (0]
94\2) = "o —1 T N x - 123
X—>§ X—>E

Puesto que g_ (%) =gk (%) =400 =g’ (%) = no existe

[ Vox—1+2 }\ o
T

La derivada no existe en

los puntos donde la
curva se asemeja a una

recta vertical.

|u||_. -
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Perita 9
Analizar la derivabilidad de la funcién:
3x+5x<-1 _
f(x) _{1—x2;x> _penx=-1

Es facil notar que la funcion f no es continua.

Calculamos la derivada por la izquierda.
f(x) =3x+5= f(-1) =2

‘1) = 1i 3x+5-2 3(x+1)_3
D= tm ey T M T

Calculamos la derivada por la derecha.
f)=1-x*=f(-1)=0
, o 1—-x%2-0 o 1—x?
L - TS
fi(-1)= lim 1-x=2=6
x-—1%

Puesto que f/(—1) # f,(—1) por lo quef'no existe.

- 2

@/

/ g ™,

Como habras notado la derivada no existe en los puntos de discontinuidad;
recapitulando no hay derivada si hay cambios bruscos (una esquina, pico, garrita, etc)
tampoco si la derivada es cercana a un punto que estd en una recta vertical y por
supuesto que si la funciéon no es continua no hay derivada; Inclusive se enuncio un
teorema: La derivada implica continuidad su reciproco no siempre se cumple.
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Perita 10
Determina las derivadas laterales:

f(x) =+/|x| + [x]:enx = 2
Solucion:
Como sabemos la funcion maximo entero es periodica segmentada y tiene puntos de
discontinuidad por ende para el desarrollo de la derivada tomaremos intervalos.
Calculamos la derivada por la izquierda [1; 2).

Sixe[1;2)=[x] =1 Alx| = xporlo tanto;

f)=vx+1=f2) =3

£'(2) = lim —M_ lim x— 2
TR T 2= e (x— (VT 1 +3)
1 1

PO =l e

Calculamos la derivada por la derecha [2; 3).

Six€[2;3)=[x] =2 Alx| = xporlo tanto;

fxX)=vx+2 =>f2)=2

o Vx+2-2 i x—2
fi(2) = lim ————— = lim
x-2% —2 3% (x —2)(Vx +2 +2)
1 1

(2) = lim —=-
R s T

Puesto que f(2) # f(2) por lo que f'(2) no existe.
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Ejercicios de aplicacion
1. Determina las derivadas laterales
2x +1 x <2 _
f(x)_{Bx—Z x> ENxX=2
Rpta.No
2. Determina las derivadas laterales
1 4
§(x—4)3+§;OSxS 3
flx) = 1 cenx =3
E(x2 —x)2-2;x>3
Rpta.Si
3. Determina las derivadas laterales
3x ;x<1 _
f&) _{x3+1;x> prenx=1
Rpta. Si

4. Determina las derivadas laterales

f(x) =|x?—16]:enx =4

5. Determina el valor de a y b para que la funcion sea derivable.

e* x <1

f(x):{a,x+b;x>1:enx:1

6. Analizar la derivabilidad de la funcion:

g(x) =/(x +5)2 + 1 sug Vx2 = ||

7. Analizar la derivabilidad de la funcion
gx) =Vx—1+x
Enx =1

8. Determina las derivadas laterales

f(x) =+/lx| + [x]:enx = 2/3

Rpta.no existe
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Capitulo 11

Calculo de derivadas con formulas basicas

calcular con rapidez y precision. Se presentan la derivada de una constante, la regla de

la potencia para potencias y raices, y las derivadas de las funciones trigonométricas
elementales, cuidando siempre las condiciones de dominio y los casos limite. Los ejemplos
resueltos muestran cémo aplicar estas formulas en polinomios y expresiones sencillas, mientras
que los ejercicios propuestos consolidan la destreza y ayudan a evitar errores frecuentes. Con
estas herramientas, el lector estara listo para combinar términos mediante las reglas de suma,
producto y cociente del capitulo siguiente.

E ste capitulo traduce la idea de derivada en un repertorio operativo de reglas que permiten

3.1. Derivada de un nUmero o una constante

Donde “c es un numero”

Usando la definicion:

Y fGx+h)—f(x)
1m
h—0 h

(o)-c d
li = S — =
hl—r}(l) h 0 dx (©=0

Ejemplos aplicados:

80 dy 0
= = — =
y dx
200 dy 0
= —_ — =
y dx
dy
=303 = —==0
y = dx
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dy
dx

dy
— 3 har A
y=T :>dx 0
dy
= 2 —_—=
y=362=-"=0
dy
= 30° — =0
y = sen ( )=>dx
y = cos (300¢) = —
dy
y g(n)=>dx
—n(98) = & =
y =1n(98) Ix =
ez =P g
y =08 dx
—log, 256 = 2 =
y = 1084 dx
100
= '=>dy—0
Y=Lt " ax
=3
25
= '=>dy—0
Y= Y T

Hay un caso especial donde: ;—xt =0, %x = 0, etc.

éPor qué en los dos casos anteriores la derivada resulté 0? La
respuesta para la lera es si no nos dan informacién acerca de la
letra se le considera un numero en la 2da la derivada se esta
realizando con respecto a z por ende el “x” serd un nimero.

3.2. Derivada de potencias y raices

Caso I. Derivada de una potencia:

Cuandon € Z*.

Usando la definicion:

fa+h)—fl) . (+h)"—x"
1m =1 S

h o h

Ahora aplicamos el binomio de newton
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x™ + Cl'x™ th + CFx™ 2h%+... +CRhR™ — x"
h-0 h

CI'x™ 1h + C}x™2h%+... +C*A"
h—0 h

lim Clx™ 1+ CPx™ 2h+...+CPA™ 1 = nx™ 1

Ejemplos aplicados:

= 3=} =32
y=x P x
d
y=nx8=>d—§:=8nx7
dy
— 4=>_=43
y=x P X
dy
=8x=-—=28
*Y x dx
15x =2 o 15
* Y = — = = —
Y x dx
100 p 100
y=x221=>d—2:=2x21
=3 =3

*Si es solo la variable “kx” la derivada sera “k”

Caso I1. Derivada de una potencia:

Cuandon € Z~
dy
— AN - - _ -n-1

y=x Ix nx
Usando la definicion:

11
lirnf(x +h)—f(x) lim (x+hn" x™ imx" —(x+h)"
h—0 h ~ h-0 h "~ h-0 h(x + h)nx"

Ahora aplicamos el binomio de newton

i x™ — (x™ 4+ CI'x™th 4+ CPx™ 2h%+... +CR™)
h h(x + h)"x™
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lim —(CMx™ th + C}x™ 2h%+...+CA™)

h—0 h(x + h)nxn

(x4 C?x"_2h+...+C}}h”_1) —Cx™t -n
}lli% (x + h)"xn x2n T oxntl

Ejemplos aplicados:

y=x7° Z—i] = —5x°
y=x"?%= 2—2; = —2x73
y=2x"3 Z—z = —6x"*
y=x"8 = 8mx~7
y=rw=Z 0
===
y = x4 ;l_i: — ;245

Enla columna izquierda la derivada estd expresada en forma
lineal mientras que en la columna derecha estd expresada
en su forma final; antes de seguir observa:

1 -3 . 12 —4 ! _3
y=x—3=>y=x derivamosy’ = —=3x"* =y =7
Caso I11. Derivada de una raiz:
n 1 dy 1 l—1
y=4Vx=xn= e
Usando la definicion:
 fxe+h) = f(x) Vx+h—"Yx
lim =
h—-0 h h—>0 h
Ahora aplicamos el binomio de newton
- Nx+h \/_ FR
lim—— : FR es Factor racionalizante
h-0 h FR
I x+h—x_1_ h _ i 1
hoo h(FR)  hooh(FR) ho0FR
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1

lim
R0 1 (e + B 1+ Wy (x + )24+ V= 2x + b+ VT

_dy 1 1
S — = n—1
dx n xn 1 nxT

"n" terminos

Caso IV. Cuando n € Q mas especifico cuando es una fraccion

2 dy 2 _1
3> —=—x 3
dx 3
7 dy
= 4xT = = = Tx3/*4
y x=>cgix X

y 3
= 4/ x3 - =
y x=>dx 2\5

dy 3
=3/y3 = 2L =
y x=>dx TS
_9=>dy_—3
y_i/} dx—3\/x4

y=x

Caso V. Cuando n € I también se considera a los nUmeros trascendentales como

e, ¢, m, 1, etc.

d
y=xﬁ=>—i:=\/§xﬁ‘1

d
dy
— e:>__e e-1
y=x I X
. 3=>dy 3 3-t
= —_ - T
Y x dx Tx
1-v3
_@ dy_xﬁ
Y= \/}:dx_ V3
1 dy (1-m)
y_x”‘l dx  x™

Derivada de la expresion:

Usando la definicion:

¢CoOmo sacar la derivada de una forma

veloz?
4
y = Yxt= y ﬂLx§
La resta en la derivada de raices se hace
siguiendo la flecha y poniendo el mismo
denominador

430
Derivamos
= (-2
y=3)r T3
4
y'=§W

En general la derivada de

flx) =x"
d — n—1
@ f(x) =nx
Practique estos cinco casos ya que
el resto de férmulas para derivar
usan polinomios en sus angulos
“razones trigonométricas” o0 como
exponentes para funciones
exponenciales entre otros.

d
y = kx" = d—y = nkx™!

X

h—-0

y fx+h)—fx)
im A = lim

k(x+ h)™ — kx™

h—0 h

Ahora aplicamos el binomio de newton

lim

k[x™ 4+ CI'x™ th + CIx™ 2h?+...+Ch™ — x™]

h—-0

h

45



Calculo diferencial

Paucara, L.

o Cx™h 4+ CPx™ 2h2 4. +CRR"
k lim

h—0 h

k lim Clx™ 1 + CRx™ 2h+...+CPA™ 1 = knx™ 1

Ejemplos de aplicacion:

Cuando n € R.
dy
= 4x5 = — = 5x*
y X Ix x
dy
= -3 -2 _7 6 -3
y X I X
dy
=7x %= = =-35x"°
y X Tx X
d
y=7tx4=>d—i/=4nx3
dy
=tx™t = — = —4x°
y =tx P X
25 dy 25
— ) -7 _ 2
y=x| [e=g=] |
1=3 =3
100 d 100
y=x22i=>£=2x21
i=3 =3

De aqui se concluira una propiedad ain mas importante; la
cual consiste en que si un numero multiplica a una funcién
al momento de realizar la derivada podemos prescindir de
ella es decir derivamos la funcion sin el nimero y al terminar

le volvemos a multiplicar el nimero.

3.3. Derivadas de expresiones trigonométricas

Derivar la funcion trigonométrica:

y =sen (x) = y' = cos(x)

Usando la definicion:

, .. sen(x+h)—sen(x)
y' = lim

h—0 h

!

sen (x) cos(h) + sen(h) cos(x) — sen(x)

y' = lim A

h—0
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y' = }ll_rg cos(x) — }ll_r)r(l) sen (x) A

y' =cos(x)-1—sen (x)-0 = cos(x)

También se concluira:
y =sen (u) = y' = cos(u)u’

sen(h) 1 —cos(h)
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Ejercicios de aplicacion
Derivar la funcion trigonométrica:
y = cos(x) = y' = —sen(x)
Usando la definicion:

cos(x + h) — cos(x)

y' =lim
h—-0 h
... cos(x)cos(h) — sen(x) sen(h) — cos(x)
y' = lim
i w 1= cos(h)
P sen(h) — cos
y' = ;11_1}6 sen(x) }113(1) cos (x) —

!

y'=—sen(x)-1—cos(x) 0= —sen(x)

También se concluira:

y =cos (u) =y’ = —sen(u) v’

Derivar la funcion trigonométrica:

y=tgx =y =sec?(x)

Usando la definicion:
tg(x +h) —tg(x)

e
tgx+tgh
i 1—tgx-tgh tg(x)
Y TR n
tgx +tgh—tg(x) +tg?(x) - tg(h)
C 1—tgx-tgh
Y =i i

' — lim tg (W[1+tg*(x)]
Y= h(1 —tgx - tgh)
[sec’x]  sec®x

! = l- = = 2
y hl—rg(l—tgx-tgh) 1-0 %
Derivar la funcion trigonométrica:

y=ctgx =y = —csc?(x)
Usando la definicion:
11

;o ctge+h)—ctglx) . tglx+h) tgx

y = lim = lim
h-0 h h—0 h
_tgx+tgh
, tgx—tg(x+h)_ ) tg(x) 1—tgx-tgh

Y = htgxtg(x + h) Ro0 htgxtg(tgx + h)
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tgx —tgh—tg(x) —tg*(x) - tg(h)

4 - l'
Y =R h(1 —tgx -tgh)tgxtg(tgx + h)
, _tgh [1+tg*(x0)] 1
y'=—lim . .
h-0 h (1—tgx-tgh) tgxtg(tgx + h)
, o —Isec?(x)] )
y' = }zlir(l)Qg—Zx = —csc“(x)

Derivar la funcion trigonométrica:
y =secx = y' = sec(x) tg(x)

Usando la definicion:

1 1
, .. sec(x+h)—sec(x) cos(x+h) cosx
y = lim = lim
h—-0 h h—0 h
... cosx—cos(x+h) _ )
y' = lim Donde la expresion sera

h-0 hcosxcos(x + h)
sen(x) sen(h) i cos (x)[1 — cos(h)]

"= lim im
Y =R hcosxcos(x + h) h-0 cosxcos(x + h)h
, 1 senx .
=—"- = secxtgx
Y = Cosx cosx g

De la misma forma se hace con la cosecante.
y =cscx = y' = —csc(x) ctg(x)
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Capitulo IV
Algebra de derivadas

n este capitulo se sistematiza como “opera” la derivacion al combinar funciones.

Partimos de la linealidad (sumas, restas y constantes) y avanzamos hacia las reglas del

producto y del cociente, precisando sus condiciones de validez y el papel del dominio
en puntos problematicos. Con ejemplos breves se muestra como estas reglas permiten derivar
polinomios, funciones racionales y expresiones mixtas con trigonométricas, exponenciales o
logaritmicas, evitando errores tipicos como derivar término a término en productos o ignorar
denominadores. La meta es dotar al lector de un método claro y eficiente para descomponer
expresiones y reconstruir sus derivadas, preparando el terreno para la Regla de la Cadena del
capitulo siguiente.

4.1. Regla de la suma y la resta

y=u@x)+vx) =y =u®+v'(x)
Usando la definicion:
u(x+h)tvx+h) —ulx) —v(x)

h
ul(x+h) —ulx) +v(x+h) —v(x)

[ l
= 11m
y h—0

y' = lim
h-0 h
1 u(x +h) —u(x) Ll v(x +h) —v(x)
Y = h T h00 h
y' =u'(x) £v'(x)

La demostracion empleada es valida para cualquier funcion.
Se puede afirmar con toda certeza que la derivada se distribuye a todas las componentes de la
expresion.
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Ejemplos aplicados:

________________________________

) ) . '/ ] \=
Determine la derivada de la funcion. i Observe como la derivada |
y = x5 +3x2 —5x — 10 — ! sedistribuye a cada uno de i
dy d TTTTTemms=-eo..  los sumandos. !
— = — (x> +3x% - 5x — 10) h g
5 4 ;

Y 5 2

—=—x>+—3x"——5x——10
dx dx dx dx dx e, .
d i Para reducir el procedimiento i
@ =5x*+6x—-5—-0 i usamos la notacién de Newton. i
dfc_ 5 4 6 5 i Q = i
y'=5x"+6x — :‘ ax Y i

Determine la derivada de las funciones dadas:

1l-y=3x*+2x%—x

y' =12x3 +4x -1
2.-y = (x* + 2)? esta pregunta pertenece a regla de la cadena sin embargo con algebra
basica podemos resolverlo

y = x8 + 4x* + 4 Primero desarrollamos el binomio
y' = 8x7 + 16x3
3

1
1
1
=Y = \/} +2x i desarrollar el binomio; notara lo
yr — L +2 i complicado que seria si el exponente
2\x i fuese mayor de 5.
\

_________________________________________

En la pregunta 4 tenga cuidado al

e —————

\,

4-y=(VxZ—x)’
y=x? —3X(i/?)2 +3x3/x2 — %3
2

4 7 5
y = x% — 3xx3 + 3xx3 — x3 = x? — 3x3 + 3x3 — x3
4 2
y' = 2x — 7x3 + 5x3 — 3x?
5.-y = sen x + 4cosx — x3
y' = cosx — 4senx — 3x?
6.-y = Inx — €% — x10

y’=1—e"—10x9
x

Excelente usted ya sabe desarrollar la derivada de una funcidén que contiene sumas y restas;
ahora lo que sigue es desarrollar la derivada de funciones que tienen la multiplicacion.

4.2. Regla del producto

y =ux)v(x) =y =u' (x)vx) + ulx)v'(x)
Usando la definicion:
ulx + Hv(x+ h) —ulx)v(x)

y' = Jim h
lim —u()v(x) + ulx + h)v(x) + ulx + Hv(x+ h) —ulx + h)v(x)
h—0 h
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ulx + h) —u(x)

v(x + h) —v(x)

lim v(x) + }li_r)r(l) u(x)
y' =u' ()v(x) + u()v'(x)

El procedimiento es sencillo:

1.- Copiar la funcion 2 veces.
2.- La operacion entre ellas es la suma.

h

3.- Derivar el primer factor en el primer sumando y derivar el segundo factor en el segundo

sumando

Como habras notado es muy sencillo de recordar

Ejemplos de aplicacion:
1. Encuentre la derivada de: y = x%senx

Solucion:

y' = x’senx x%senx

' = x?senx + x%senx

"= (x?)'(senx) + (x?)(senx)’
" = 2x(senx) + (x?)cosx

= x[2senx + xcosx]

!

R

2. Encuentre la derivada de: y = Inx - €%

Solucion:
=Inx-€* Inx-e*
y' =lnx-€* +inx-€*
y' = (Inx)'(€%) + (Inx)(e*)’

1
y' = ;(ex) + Inx - €*

3. Determine la derivada de las funciones
5
1.-y = 5x3 — 3x? + 2¥senx

Derivada del producto
2

1
y' ==x3 — 6x + (2%)'senx + 2*(senx)’

3
1 2
y' = §x§ — 6x + 2*In2senx + 2*cosx

2.-y = x2€@%cosx

y = (x2)'€*cosx + x2(€%)'cosx + x*€*(cosx)’
2x€%cosx + x*€%¥cosx + x*€*(—senx)

y'

!

y

x€*(2cosx + xcosx — xsenx)

P —

e e e

3

Con la practica seras capaz
de realizar la derivada de
una forma simultanea.

___________________________________

En la derivada del producto
las expresiones se suman
porque el producto es una
suma abreviada.

'~ o

~

En la ultima pregunta se realizo la derivada de un producto de 3 factores, como notara se copio
3 veces la funcion y se derivo por orden cada factor de los sumandos.
Ahora nos toca revisar una derivada muy importante para la operacion de la division.
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4.3. Regla de la reciproca

_ - u'(x)
YTuw T T TP
Usando la definicion:
1 1 u(x) —u(x+ h)
Y = }lii%u(x + h})l u(x) _ ’111_% u(x +:)u(x)
u(x) —u(lx + h)
r T h
Y= 11_r>r(1) ulx + h)u(x)
~im ulx + h’)l —u(x)
yl — h-—>0
;11_1}6 ulx + h)u(x)
,  —u'(x)
Y T P

Ejemplos de aplicacion:

1. Encuentre la derivada de: y = sec(x)

Solucién:
Por identidad reciproca tenemos
1
B COSX
,  —(cosx) , —(-senx) senx
J/ == —-— J/ = =
(cos x)? coS?x coS?x

Dandole una forma méas adecuada
senx 1 .
= . — = X Ssecx
Y COSX COSXx y g

2. Encuentre la derivada de:

_ 1
Y= x3+4
Solucién:
P+ 3x?

! !

YT razr Y T rae

4.4. Regla de la derivada de la division

_ux) , U (v(x) —ul)v'(x)
YT YT WGP

-’

e —————————

\,

Una introduccion a la derivada
por regla de la cadena o
funciones compuestas.
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Usando la definicion:

u(x+h) ul) u(x + hv(x) —vix + hu(x)
) = }lii% v(x + h})l v(x) _ }llir(l) v(x +}i:)v(x)
ulx + Hv(x) —ul)vix) + u(x)v(x) — v(x + h)u(x)
y' = lim h
=0 v(x + h)v(x)

im ulx + h})l —u(x) (x) — }ll_r)r(l) () v(x + h)uiEX) —v(x)

Li_r)r(l) v(x + h)v(x)
, U (v(x) —ul)v'(x)
- [v(x)]?

Otra demostracién importante es usando la regla del producto y es aqui que usaremos la regla
del inverso multiplicativo.

|

r _ h-0

y

1
y =)l ;5
! 1 1 !
y' = [u(x)] [m + [u(x)] [m

W, )
Y= 300 T o

, U (v(x) — u(x)v'(x)

[v(0)]?

De manera similar emplearemos esta férmula para otras demostraciones.

El proceso se resumiria en:

1.- Copiar el numerador y el denominador 2 veces.

2.- La operacion entre ellas es la sustraccion.

3.- Derivar el primer factor en el minuendo y derivar el segundo factor en el sustraendo.
4.- Dividir todo por el cuadrado del denominador.

Ejemplos de aplicacion:

senx

1. Encuentre laderivada de: y = tg x =
COs X

Solucion:

y' = senxcosx senxcosx

y' = senxcosx — senxcosx

y' = [sen x]'cosx — sen x[cos x]’
[sen x]'cosx — sen x[cos x]’

[co s x]?
,  cosxcosx +senxsenx cos®x + sen’x
Y= [co s x]? ~ [cosx]?
! = 1 = sec®x
Y= [cosx]?
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2. Encuentre la derivada de:

_x*+3x—4
_ Y= T senx
Solucién:
,  (x*+3x—4)(senx) — (x* + 3x — 4)(senx)’
= (sen x)?
, _ (2x +3)(senx) — (x* + 3x — 4)(cosx)
Y= sen? x
3. Encuentre la derivada de:
_x*+13x— 14
Y= x* + 3x%2 — 4x
Parax =1
Solucion:
, (® +13x—14)"(x* + 3x® — 4x) — (x® + 13x — 14)(x* + 3x* — 5x)'
= (x* + 3x%2 — 5x)2
,  (Bx? +13)(x* +3x® — 5x) — (x* + 3x — 14)(3x> + 6x — 5)
B (x* + 3x2 — 5x)2
Parax =1
, B+13)(1+3-5-(1+3-14)(3+6—5)
- (1+3-75)2
, (DD - (-104)
(—1)?

Las demostraciones presentadas en este capitulo se basan en la regla
de la cadena. No se profundizé en su complejidad, pues el propdsito
fue estrictamente diddactico. Se recomienda repasar la teoria vy
resolver los ejercicios antes de continuar. Por uUltimo, se abordard un
caso de derivacién particularmente singular.

4.5. Derivaciones inversas
Si una funcion y = f(x) admite inversa f* = x = g(y)

De forma geométrica se dice que las graficas de las funciones inversas tienen pendientes
inversas en los puntos (a, b) y (b, a) donde:

dy_ ) dx_ ,
a—f(x)y E—f(}’)

Luego obtendremos como formula:

1

4 _ 1 _
DFG) ~ DF(F* ()

dx dx/dy

= Df*(y) =
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Ejercicios de aplicacion
Platanito 1
Sea f(s) =2—3s +s*

Determine la derivada de f~1
f'(s) = =3+ 4s3

1
-1 [
(f (S)) —3 +4s3
Platanito 2
Sea x = earccosy

Hallar la expresion para dy/dx mediante y, mediante x
Mediante y:

dx -1 _@arccosy
—— = @UrecosY (grecosy)’ = @arceosy —
dy Ji-yz  J1-y?
dy 1 1 =y 1-y?
dx dx ~ —earccosy T "Qarccosy

dy 1-— y2

Mediante x, tendremos que tomar el logaritmo:
Inx = arccosy = y = cos(Inx)
—sen(lnx)

y' = —sen(lnx) - (lInx)' = y' = .
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Capitulo V
Regla de la cadena

aregla de la cadena es el puente para derivar funciones compuestas, esas en las que “una

funcién vive dentro de otra”. Su idea central es descomponer la expresién en capas,

externa e interna y propagar la variacion respetando el orden de composicién. Aqui
aprenderas a aplicarla con soltura en casos tipicos: potencias de funciones, exponenciales y
logaritmos de expresiones, y trigonométricas de polinomios o racionales; ademas, se sefialan
errores frecuentes (confundir el orden o “olvidar” la parte interna) y se enfatiza el papel del
dominio. Con esta herramienta, la diferenciacion se vuelve sistematica y prepara el terreno para
la derivacion implicita, paramétrica y logaritmica de los capitulos siguientes.

5.1. Teorema y demostracion basica

Sean y = f(x),z = z(y) dos funciones donde se cumple:
1.- y = (x) es derivable en el punto a, y.
2.- z(y) es derivable en el punto y(a).

Entonces la funcion compuesta z(y(x)) también denominada como (z o y)(x) es
diferenciable en el punto a y se cumple:

dz _ dz d_y
5@ =5, 0@) 7@

A esta formula se le suele expresar de otras formas:

dz _dz dy ésta es la formula més usad
Ix = dy dox eSta es la rormula mas usada
Dx(Z(Y)) = DyZ *Dyy

Para una funciény = a (b(c(x))) la derivada sera

y =a (b(c(x))) . b’(c(x)) - c'(x)

Si fuese mas funciones compuestas la derivada se realizara de afuera hacia adentro pasando
por cada funcion.
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Ejemplos de aplicacion:

1. Encuentre la derivadade y = Vx?2 + 3x + 5

Solucioén:
Seay = vu;u = x? + 3x + 5y sus derivadas

dy 1 du
= — = 2x + 3reemplazamos

du 2yu | dx

d dy du 1 2x+3
Y Y _(x+3)>y =

dx du dx 2\u 2Vx2+3x+5

5.2. Derivada de una funcion elevada a un exponente

y=[u@]" =y =n[u@)]" ' x)

En esta demostracion consideraremos que “n” es un entero positivo:
y = [u(x)]™ = u™ 1(x) - u(x) usaremos regla del producto

y' =[] ule) +u ) -’ (x)

y' = m—=Du"20)u'(x) - ulx) + u " (x) - u'(x)
y'=m—Du" 0w (x) + u 7 (x) - u' (%)

y' =nu@)]" (%)

Podriamos describir el proceso como:
1. Bajamos el exponente cualquiera que este sea.
2. Restamos “1” al exponente original.

3. Elinterior de la funcion, es decir nuestra u(x) permanece igual y se reescribe.

4. Por Gltimo, multiplicamos por la derivada de u(x).
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Ejercicios de aplicacion

Manzanita 1

Calcular la derivada de: f(x) = (5x2% + 3)?

Solucién: Esta pregunta la realizaremos por 2 métodos.

Método 1

Se basa en desarrollar el binomio que en este caso no es complicado.

f(x) = (5x% 4+ 3)2 = 25x* + 30x%2 + 9
d

— = 3

dxf(x) 100x> + 60x

Sencillo verdad, sin embargo, se vuelve aburrido si el exponente
fuese 4 y obsoleto si el exponente es mayor e inaplicable si el
exponente fuese una raiz, a parte también seria complicado si la
expresion u(x) tuviese mas términos.

Método 2

Este método es usando regla de la cadena y seguiremos los pasos descritos.

d d
flx)=(5x* +3)* = = 2[u()]*! G

- »
\N.‘:__-- I,
i TSN ————— ,' N
[ [N
.......... N

Todo el interior

: \

u(x) =5x2 43 i es u(x) ! Multiplicar por E

d Smmmmm e - i laderivada de u i

1

U =u(x) = 10x \ e
X

d
af(x) = 2(5x% +3) - (10x)
Pues ahora diras que los resultados son distintos solo me quedaria escribir:

:_xf (x) = 2(5x% +3) - (10x) = (5x2 + 3) - (20x)

d
— =1 3
dxf(x) 00x° + 60x
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Manzanita 2

Calcular la derivada de: f(x) = (2x® — 5x)°%°
Solucion

Método 1.

El desarrollo es muy aburrido yo me rindo gg.
Método 2.

f(x) = (2x3 — 5x)°%°
u(x) = 2x3 — 5«x

au(x) =u'(x) = 6x%>—-5

c;i_xf () = 999(2x* — 52)*° - (6x* — 5)

Por supuesto que aqui no hare el desarrollo la respuesta se quedara asi.

Manzanita 3

Calcular la derivada de: f(x) = Vx5 + 2x3
Solucién: primero expresarlo en exponente

Flx) = x5 +2x3 = (x5 + 2x3)%

u(x) = x5 + 2x3
iu(x) =u'(x) = 5x* + 6x2
dx
if(x) = 1(x5 + 2x3)%_1 - (5x* + 6x2)
5/
2
af(x) = §(x5 +2x3)73 - (5x* + 6x2)
5x* + 6x? 5x* + 6x?

3(x5 + 2x3)§ - 33/ (x5 + 2x3)2

d
S0 =

Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:

Calcular la derivada de: f(x) = 3/ (3x3 + 2)3

Solucion:
3

fx) =Y (3x3 +2)3 = (3x3 +2)5 Recuerda que este

, 3 5 3.4 3 , simbolo representa
fi(x) = c (B3x° +2)5 - (3x* +2) derivada de la expresion.

3 2

f'(x) = £ (3x3 +2)75-(27x%)

) 3 27x? 81x?
f'x) =

5(3x3 + 2)% 53/(3x3 + 2)2
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Observacion: Para disminuir operaciones se usa esta forma.

Si hay algo que aprender son de los horrores que se cometen aqui 2 ejemplos clasicos:

e Olvidar multiplicar el %.
f(x) = (x> +2)% > f'(x) =3(x°+2)?

f(x) = (x> +2)3 = f'(x) =3(x>+2)?(5x*)
e Cambiar el Z—z conlau
f(x) = (7x* —1)3 - f'(x) =3(28x3)?

f(x) = (7x* = 1)3 - f'(x) =3(7x* —1)%(28x3)

5.3. Derivada de una funcidn exponencial con base €

y = et = y' = ety (x)

Podriamos describir el proceso como:
1. Reescribir la funcién sin cambiar nada.
2. Por Gltimo, multiplicamos por la derivada de u(x).

Ejemplos de aplicacion
1. Calcular la derivada de: f(x) = @2*°+10

Solucion:

d d
— @2x3+10 = u® .
f() = €21 = — f(x) = €40 ——u(x)

<~ ~,
.............

~
~o./

\\s "
u(x) =2x3+10 , Todoel
exponente

d
—u(x) = u'(x) = 6x3_=1®
dx

N

1 \
! Multiplicar por E
i laderivadadeu |

1
| ;

N o

B =

..............

.................

j_xf(x) — er3+10 . (6x2)

2. Calcular la derivada de: f(x) = 2vesenx

Solucion:
senx
f(x) = 2/Eesenx = 272
(x) _ senx
v ="
d () = u'( )_cosx
dxu X)=ulx)= 5

senx ,COSX senx

C;l—xf(x)=2€ 2 ( > )=eTcosx

Incorrecto

Correcto

Incorrecto

Correcto
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Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:

3. Calcular la derivada de: f(x) = e Vx+2)?

Solucién:

5 z Recuerda que este
f(x) =e (7x+2)2 = e(7x+2)52 simbolo representa

5 2 . L
f’(x) = @V(Tx+2)?, [(7}( + 2)5] ! derivada de la expresion

7 2 =3
f(x) = eVoxd S(Tx+2)3 (T +2)

57 2
f’(x) — es\/(7x+2)2 .;3(7) — M
5(7x + 2)5 53 (7x + 2)3

¢Es importante la conversion de unidades? La respuesta es, sin duda, jsi! En 1999, el
satélite Mars Climate Orbiter, con un costo de 125 millones de ddlares, estudiaba la
atmdsfera marciana. En setiembre, durante una aproximacion a la superficie, se perdio
todo contacto con la Tierra y nunca se recuperd. {Qué ocurrié? Las investigaciones
concluyeron que la falla se debid a un error en la conversion de unidades.

5.4. Derivada de una funcion exponencial con base “>1”
y =a*® =y = ¢*®Inagu(x)

Podriamos describir el proceso como:

1. Reescribir la funcion sin cambiar nada.

2. Multiplicar la funcion por el logaritmo natural de la base.
3. Por dltimo, multiplicamos por la derivada de u(x).

3. Calcular la derivada de: f(x) = 7V*

Solucion:
d d
=7 = — = 7u(0) P—
flx) =7% =>dxf(x) 74X In 7 dxu(x)

u() =x Todo Senvats ders co
, 1 exponente es respecto a x

au(x) =u'(x) = ﬁ u(x)

d i 1\ 7*In7

§f(x)—7 1n7-(2\/;)— e
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Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:

Calcular la derivada de: f(x) = 3(7x+2)*senx

Solucion Recuerda que este
f'(x) = 3(7x+2)?senx | 3 u' (%) simbolo representa
u(x) = (7x + 2)%senx regla del producto derivada de la expresion.
u'(x) = [(7x + 2)?]'senx + (7x + 2)%(senx)’

u'(x) = 14(7x + 2)senx + (7x + 2)?cosx

f'(x) = 3(7x+2)%senx |y 3 [14(7x + 2)senx + (7x + 2)2cosx]

F(x) = (7x + 2)37x+D*senx |n 3[14senx + (7x + 2)cosx]

Observacion: No es solo derivar una funcién también se tiene que factorizar para dejar
presentable tu respuesta.

5.5. Derivada de Funciones logaritmicas

Derivada de una funcion logaritmo natural:
u'(x)
u(x)

y=Iu@x)]=y" =

Podriamos describir el proceso como:
1. Escribir la funcién inversa multiplicativa de u(x).
2. Por Gltimo, multiplicamos por la derivada de u(x).

Ejemplos de aplicacion:

Es la inversa

1. Calcular la derivada de: f(x) = In(4x? + 3) multiplicativa

Solucion: de ulx)
1

d d
X =ln4x2+3;:>_ x) = —— - —ulx
f( )‘/(7 dxf( ) u(x) dx ( ) Multiplicar por la
derivada de u con
U(X) = 4x2 + 3 respecto a x

d L) = 8
T u(x) =u'(x) = 8x
(8x)

_ 8x
T 4x2 43

d
w/ W =m3

Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:

2. Calcular la derivada de: f(x) = In(vsenx + x)

Solucién:
1
' da que este

f/(x) — ) \/m+x Recuerda q

\/Senlx + x [ ] simbolo representa

"(x) = J(Vsenx) + 1 derivada de la
f) vsenx + x [( ) ] expresion
60 1 [ cosx +1]
x) = .
vsenx + x L2+/senx
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£100) 1 lcosx + 2vVsenx cosx + 2+/senx
x) = . =

Vsenx + x 2+/senx B 2senx + 2x+/senx

Derivada de una funcion logaritmo natural

. u'(x) u'(x)

y =log,ulx) =y’ = mlogae = 200Ina

Podriamos describir el proceso como:

1. Escribir la funcion inversa multiplicativa de u(x).

2. Multiplicamos por la derivada de u(x).

Ahora tienes dos caminos eliges el que més te convenga:

3. Multiplicar por el logaritmo de épsilon en base “a” o dividir el logaritmo natural de “a”

Ejemplos de aplicacion:

1. Calcular la derivada de: f(x) = log(tgx)

Solucion: “a” es 10)
F0) = log(tg 1) = = f(x) = —— 2 u(x) - logy, €
X) =10 X) = — x)=—— —ulx)-lo
Es la inversa
u(x) =tgx multiplicativa Multiplicar por
de u(x) la derivada de u
—u(x) = SBCZX con respecto a x

dx
£ ) = —— - (sec?x) - logso ©
dxfx == sec”x) - logqg

2. Calcular la derivada de: f(x) = logs(xcosx)

“a’es 3
Solucion:
() = Infrreosx) = = (1) = —— ~=u(x) -
= = — - — —
flx 0s% dxfx u(x) dx " '3
Es lainversa
u(x) = X + cosx multiplicativa Multiplicar por la
de u(x) derivada de u con
&u(x) =1-—senx respecto a x
d () = 1 a ) _ 1 — senx
dxf X = X + cosx R 3 In3(x + cosx)
Algunas preguntas especiales:
3. Calcular la derivada de: f(x) = In(+/senx)
Solucién:
1
(x) = In(Vcosx — 1) = In|(cosx — 1)V/?| = =In(cosx — 1)
2
1 (cosx —1)' ,
ffx)y=c— Para ahorrar espacio la
21 C;Ossgcn; 1 —senx derivada del logaritmo se
"(x) ==+ = puede expresar de esta
')
2 cosx—1 2(cosx—1) forma.
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En esta pregunta se uso la siguiente propiedad: In A™ = nIn A es comun en este tipo de
preguntas bajar el exponente

4. Calcular la derivada de: f(x) = In[x2cosx]

Solucion:
f(x) = In[x?cosx] = In[x?] + In[cosx]
f(x) = 2In[x] + In[cosx]

(x)"  (cosx)’

flx)=2—+ Para ahorrar espacio la
ve CoSX derivada del logaritmo se
F10x) = E+ msenx _ 2 _ tgx puede expresar de esta
X cosx X forma.

En esta pregunta se uso la siguiente propiedad: InA-B =InA +InB

Observacion: Las preguntas especiales solo son ejercicios donde aplicaremos las propiedades
de logaritmos.

5. Calcular la derivada de: f(x) = In [ 237 ]

x342
Solucion:
£G0 =0 |2 | < inf21 + 1n[x] — Inlx® + 2]
x) =1In =In n{x°| —In|x
x3+2
f(x) =1In[2] + 2In[x] — In[x3 + 2] En esta pregunta no era
(x)’ (x3 +2) necesario descomponer el
ff(x)=0+2 X + 3+ 2 2x?si ud. Desea puede
2 3y 2 resolverlo sin descomponerlo.
"(x) ==+
fie) x x342
En esta pregunta se us6 la siguiente propiedad: lng =InAd—InB
6. Calcular la derivada de: f(x) = In @**t9*
Solucién: Muchas veces la funcién ya
f(x)=1In ex’tgx — x3tgx estd derivada en * sin
f'(x) = (x3)'(tgx) + (x*)(tgx)’ embargo para mejorar la
f'(x) = 3x%tgx + x3sec?x * derivada trataremos de
f'(x) = x?(3tgx + xsec?x) factorizar o simplificar.

En esta pregunta se uso la siguiente propiedad: In€4 = 4
En otros ejercicios se podra aplicar: €4 = A
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Capitulo VI

Derivada de funciones trigonométricas

y sus reciprocas, atendiendo a sus dominios, periodicidad y puntos problematicos. Se

enfatiza el uso de radianes, el aprovechamiento de simetrias e identidades para
simplificar antes de derivar y la combinacion con el algebra de derivadas y la regla de la cadena
en expresiones compuestas. Los ejemplos conectan con aplicaciones como el movimiento
circular y las ondas periddicas, y se sefialan errores frecuentes, entre ellos trabajar en grados,
ignorar restricciones de dominio o “olvidar” la parte interna al componer funciones. Con estas
herramientas, el lector consolidard una técnica segura y criteriosa para diferenciar funciones
trigonométricas en contextos reales.

E n este capitulo se presentan las derivadas de las funciones trigonomeétricas elementales

6.1. Derivada de una funcién seno

y = senf[u(x)] = y' = cos[u(x)]u'(x)

Podriamos describir el proceso como:

1. Escribir la funcién coseno con el mismo argumento u(x) de la funcién anterior.
2. Por Gltimo, multiplicamos por la derivada de u(x).

Ejemplos de aplicacion:

1. Calcular la derivada de: f(x) = sen(x” + 4x)

Solucién:
£) = senli” + 4x] = = £(x) = cos[u()] = ux)
X) = Ssen|x X| — — X) =cCcos|ju\x)|—uwx
— dx dx
‘/77 Reescribimos
u(x) =x’ +4x u(x)enla Multiplicar por
P funcién coseno la derivada de u
d—U,(X') =7x° +4 con respecto a
dx

oS () = cos[x” +4x] - (7x° + 4)

Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:

2. Calcular la derivada de: f(x) = sen(vVx% + 16 + 1)

67



Calculo diferencial Paucara, L.

Solucion:

f'(x) = cos| x2+16+1_-(m+1),
: : <(x2+16)’>
f'(x) = cos |[Vx2 + 16 + 1|+ | —=—=

ZVX22+16
"y = [ /2 |
f(x)—cos_ x +16+1_ (Zm)
£( )_.xcos[\/x2+16+1]
o= VxZ+16

6.2. Derivada de una funcion coseno

y = cos[u(x)] = y' = —sen[u(x)] u'(x)

Podriamos describir el proceso como:
1. Escribir la funcion —sen con el mismo argumento u(x) de la funcién anterior.
2. Por ultimo, multiplicamos por la derivada de u(x).

Ejemplos de aplicacion:

1. Calcular la derivada de: f(x) = cos(senx)
Solucion:

f(x) = costsenx’+ x) => f(x) = —sen[u(x)] - —u(x)
/ El 4ngulo también

u (x) = senx + x se e conoce como Multiplicar por la

areumento.
derivada de u con

—u(x) =cosx +1 respecto a x
dx

af(x) = —sen[senx + x] - (cosx + 1)

Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:

2. Calcular la derivada de: f(x) = cos(Inv3x + 5)
Solucion:

f(x)——sen[lnv3x+ ] ( In 3x+5]>

f'(x) = —sen[InV3x + 5] - (1 % >

f(x)———sen[lnv3x+ ] oy +5

3sen[ln\/3x+ ]_ 35en[ln\/3x+5]
23x+5)  6x+10

flex) =—

Observacion: En esta pregunta es mas estético desarrollar el producto del denominador.
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6.3. Derivada de una funcion tangente

y =tglu(x)] =y = sec?[u(x)] v (x)

Podriamos describir el proceso como:

1. Escribir la funcién sec? con el mismo argumento u(x) de la funcién anterior.
2. Por Gltimo, multiplicamos por la derivada de u(x).

Ejercicios de aplicacion:

1. Calcular la derivada de: f(x) = tg G + x—;)

Solucion:
3
X X
fx) =tg (E + ?> —f(X) = sec*[u(x)] - —u(x)
-
3

u(x) = z + i Esel ML{ItipIicar por la
d 2 13 argumento del derr';'js:cfs:;on
—u(x) ==+ x?
dx (x) 2

—f(x)—sec [ —l +x)
Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:

2. Calcular la derivada de: y = tg(e\/m)
Solucién:

y' = sec?[@Vsenx] . (@vsenx)’

y' = sec? ex/senx] . (e\/senx) ) (m),

[
[

y' = secz[e\/senx] . (e\/senx) ] <(Senx)'>
[

2+/senx

coSx >

2v/senx

= sec2 e\/senx] ) (e\/senx) ] (

6.4. Derivada de una funcién cotangente

y = ctglu()] =y = —csc?[u(x)]u' (x)

Podriamos describir el proceso como:

1. Escribir la funcion — csc? con el mismo argumento u(x) de la funcién anterior.
2. Por ultimo, multiplicamos por la derivada de u(x).

Ejemplos de aplicacion:

2
1. Calcular la derivada de: y = ctg (3% + W)
Solucion:
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y = ctg (3% + 2) = iy = —csc?[u(x)] -iu(x)

dx
u(x) = ﬁ + 3\/x_z Es el argumento
d de la cotangente
d—u(x) =3x+—= x
d
2y T Tose [—+ \/—l (3x+T)

Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:

2. Calcular la derivada de: y = ctg(In[ln tgx])
Solucion:
y' = —csc?[In[In tgx]] - (In[ln tgx])’

L 5 . (Intgx)’
y' = —csc*[In[In tgx]] In[tga]
(tgx)’

tgx
In[tgx]

sec?x

!

y' = —csc?[In[Iln tgx]] -

I 2 RPN
y' = —escilinlln tgx]l - o

6.5. Derivada de una funcién secante

y = seclu(x)] =y’ = seclu(x)] tg[u(x)] u'(x)

Podriamos describir el proceso como:

1. Escribir la funcion sec con el mismo argumento u(x) de la funcion secante.

2. Multiplicar por el tg con argumento u(x)

3. Por ultimo, multiplicamos por la derivada de u(x).

Ejemplos de aplicacion:

1. Calcular la derivada de: y = sec(8x + 3)
Solucion:

dx

Multiplicar por
la derivada de u
con respecto a x

y =sec(8x +3) = iy = sec[u(x)] tg[u(x)] - —u(x)

dx

Pt g L el
u(x =8x+3 Es el argumento Multiplicar por

A
1
i
laderivadadeu !
con respecto a x E

de la secante

P ——

au(x) =

.................

e e

ay = sec[8x + 3] tg[8x + 3] - (8)

Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:

2. Calcular la derivada de: y = sec(v/3x + 4)

__________
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Solucion:

y' = sec[V3x + 4] tg[V3x + 4] - (V3x + 4)’
(3x + 4)’>

2V3x + 4

y' = sec[V3x + 4] tg[V3x + 4] - (2\/%)

y' = sec[V3x + 4] tg[V3x + 4] (

, _ 3sec[V3x + 4] tg[V3x + 4]
Y= 23x + 4

6.5. Derivada de una funcién cosecante

y = csc[u(x)] =y’ = —csclu(x)] ctglulx)]u'(x)

Podriamos describir el proceso como:

1. Escribir la funcion — csc con el mismo argumento u(x) de la funcién cosecante.
2. Multiplicar por el ctg con argumento u(x)

3. Por ultimo, multiplicamos por la derivada de u(x).

Ejemplos de aplicacion:

1. Calcular la derivada de: y = csc(cosx)

Solucion:
)= 2 GOl etg )] - = u()

= csc(cosx) = —y = —csclu(x)] ctglu(x)]| - —u(x
y (—H dxy g dx
u()a{C(Y)S)C Es el argumento Multiplicar por
d de la cosecante la derivada de u
—u(x) = —Senx con respecto a x
cﬁlx
Y= csc[cosx] ctg[cosx] - (—senx)

y' = senx - csc[cosx] ctg[cosx]
Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:

2. Calcular la derivada de: y = csc(Inx) + 0.25x*

Solucién:

y' = —csc[lnx] ctg[lnx] - (Inx)" + x3
1

y' = —csc[lnx] ctg[In x] T~ x3

, _x*—csc[lnx] ctg[lnx]

y

X
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Algunas preguntas especiales

3. Calcular

Solucion:

sec2x

la derivada de:

_ sec2xy/ctgix — 1

Y= csc3x

1 cos?x

Jetg?x =1 coszxNsenZx |

sen3x

csc3x 1
sen3x

cos?x — sen?x sen3x+/cos2x

Y= CcOS2x

sen®x

Vcos2x
3 (sen?x)'(Vcos2x) — (sen?x)(Vcos2x)'

!

sen?x " cos2x senx

’

En determinadas preguntas trigonométricas es mejor
reducir la expresién antes de derivarlos.

o

N o o e B

ZSenxcosx(v cost) — (sen?x) (

(\/ cost)2

—sen2x)

Vcos2x

(\/ cost)2

sen2x(cos2x) + (sen?x)sen2x

c0S2x\cos2x

sen2x[cos?x — sen?x + sen?x] sen2x - cos?x

(cos2x)3/? ~ (cos2x)3/?

Formulas mas aplicadas de R.T:
2senxcosx = sen2x, cos’x — sen’x = cos2x;
sen’x + cos?x =1,

1+ tg?x = sec?x, 1 + ctg? = csc?x;tgx =

ctgx =

4. Calcular

Solucion:
Siendo obs

y = sen®x

senx,

cosx’
cosx

—, efc.

senx

la derivada de:
y = sen’x ++/1 + sen*x

ervador en este ejercicio notamos
++/1 + sen*x = sen’?x + /1 + (sen?x)?

Que una expresion se repite por ende lo mas conveniente sera realizar un cambio de variable.

y=u+
y’=1+(
y’=1+(

- -

2 / \
T+u Querido lector el método

I 1
1 ) (1+ uz)/ 1 cambio de variable es muy :
271 + u? . aplicado; se usara cuando
1 | unavariable o expresionse |
—) (2u) I repite demasiado. !
2V1 + u? ! !
\ 1
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u _v1+u2+u
V1 +u? V1+u?

Sin embargo, la respuesta de la derivada no estaba en funcion de “u”; mas bien estaba en
funcion de “x” entonces que hacer? Sencillo solo reemplazaremos el valor de “u”

, V14 sen*x + sen®x
y =
V1 + sen*x

y' =1+

6.6. Relaciones en derivadas trigonométricas

Primera regla. - La derivada de todas las co-razones son negativas.

cos(u) = —sen(w)u’
ctg(u) = —csc? (v’
csc(u) = —csc(u)ctg(u)u’

El resto de derivadas son positivas.

Derivada del seno y coseno
Pues si no lo sabes el seno y el coseno tienen una relacién amorosa nacida por asi decirlo de:
sen?6 + cos?6 =1
Ves la relacién entre esas funciones, pues bien:
sen(u) = cos(u) u’
cos(u) = —sen(u)u’
En el caso del tangente y cotangente, si ellos también
1+ tg?0 = sec?6
En base a lo anterior la derivada seré:
tg(u) = sec(u) u’
Sin embargo, me dirés que falta algo, recuerda que la razén tangente es la division de dos
razones.
senf

tgt = cos6
Por esa razon se elevara al cuadrado
tg(u) = sec?(u) u’
Del mismo modo con la cotangente sera con la formula: 1 + ctg?8 = csc?0
ctg(u) = —csc?(uw) v’
Para el caso de la secante tienes que saber que le gusta resaltar y mostrar a sus amigos.
sec(u) = sec(uw) tg(w)u’
Recuerda que la derivada de tangente mostro a la secante por ende él es su amigo.
De igual manera se comporta la cosecante.
csc(u) = —csc(u) ctg(uw)u’
Derivada de una funcion arcoseno:

1
/1 — (u(x))2

Podriamos describir el proceso como:

1. Escribir 1.

2. Dividirlo por la raiz cuadrada de 1a sustraccion entre 1y u(x) elevado al cuadrado.
3. Por dltimo, multiplicamos por la derivada de u(x).

u'(x)

y = arcsen[u(x)] = y' =
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Ejemplos de aplicacion:

1. Calcular la derivada de: y = arcsen[x?]

Solucién:
d 1 d
y = arcsen[x?] = YT au(x)
2
/ 1- (u(x))
d -
u(x) = x* = ——u(x) = 2x e dornads oo u
d 1 ZX con respectoax
—y = (2x) =
dx [1— (x2)2 V1 — x4

Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:

2. Calcular la derivada de: f(x) = arcsen[cos(x)]

Solucion:
1
y' = - [cos(x)]’
1 — [cos(x)]?
, 1 ( ) —senx
= + (—senx) =
Y Vsen?x |senx|

La excelencia consiste en pensar en grande y comenzar en pequefio.
Miguel Angel Cornejo

6.7. Derivada de una funcion arcocoseno

’1 - (u(x))2

Podriamos describir el proceso como:

1. Escribir —1.

2. Dividirlo por la raiz cuadrada de 1a sustraccion entre 1y u(x) elevado al cuadrado.
3. Por ultimo, multiplicamos por la derivada de u(x).

u'(x)

y = arccos[u(x)] = y' =

Ejemplos de aplicacion:
1. Calcular la derivada de: y = arcsen[3x? — 4]

Solucion:
d -1

d
y = arccos[3x* — 4] = Y= \/: - au(x)
_ 1= (u(0)’

d
u(x) =3x2 +4 = —u(x) = 6x
dx
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d -1 —6x
—y = - (6x) =
dx” /1 —(3x2 — 4)? V24x2 — 17 — 9x*

Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:

2. Calcular la derivada de: y = va? — x? — a - arccos E]
Solucioén:

r_ 1 (@ — x?) — g —— []

XxX+a a+x

y:\/ 2 — x? \/az—x2 [] W a—x

Derivada de una funcion arcotangente

1
y =arctglu(x)] =y’ = mu'(x)

Podriamos describir el proceso como:
1. Escribir 1.

2. Dividirlo por la adicion entre 1y u(x) elevado al cuadrado.

3. Por dltimo, multiplicamos por la derivada de u(x).

Aplicacion
Calcular la derivada de: y = arctg[x? + 1]
Solucién:

d 1 d

y w[{z + 1] ﬁay =m'au(x)

d
ux) =x?>+1=—u(x) = 2x
dx
d 1 2x

— = . (2%)=—"
dx” 1+ (x%2+1)2 (2x) x2+2x+2

Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:

1 mx |4
mvas ¢TCt9 (e \/;>
Solucion:

;1 1 (emx\/a),
Y = ab 2 b
1+ emx\/;

, 1 ’
mx
YT mva 1+ eme ( )/
1 b em

U . . @mx

= e -
mvab b +ae?mx @m b+ a2

Calcular la derivada de: y =
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Derivada de una funcion arcocotangente:

(x)

y = arcctglu(x)] = y' = 700 u
Podriamos describir el proceso como:

1. Escribir —1.

2. Dividirlo por la adicién entre 1 y u(x) elevado al cuadrado.
3. Por ultimo, multiplicamos por la derivada de u(x).

Aplicacion
Calcular la derivada de: y = arcctg[5x + 1]
Solucion:

—arcetglix +1] = 2y =—— . L
y‘g&(_] dx” " 1+ uw2(x) dx
u(x)=5x+1=—ulx) =5

dx
d -1 -5
—y = (5) = o
dx 1+ Gx+1) 25x%2 +10x + 2

Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:
Calcular la derivada de: y = ﬁ arcctg(xsena)

Solucion:
I 1 1 ( )I
= sena 1+ (xsena)? xsena
1 1
y ena

— . S
sena 1+ (xsena)?

!

Y =1 + (xsena)?

Si una persona quiere aprender y te pregunta algo
explicaselo, en vez de hacerla sentir tonta porque hace
un tiempo ti tampoco lo sabias.

Derivada de una funcién arcosecante:

1

= u'(x

lu()[yu?(x) — 1 )
Podriamos describir el proceso como:
1. Escribir 1.
2. Dividir por el valor absoluto de u(x).
3. Dividir por la raiz cuadrada de 1a sustraccion entre u(x) y 1 elevado al cuadrado.
4. Por Gltimo multiplicamos por la derivada de u(x).
Aplicacion
Calcular la derivada de: y = arcsec[15x]
Solucion:

!

y = arcseclu(x)]| =y

1

d
y = arcsec[15x] = —u(x)

e RN T &
u(x) = 15x = au(x) =15
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d 15

y =
dx |15x|+/(15x)%2 — 1

Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:
. 1
Calcular la derivada de: y = — arcsec(x?cosa)

Solucion:
1

1
y' = :
cosa |xcosal/ (xcosa)? — 1
1 1

!

y' = :
Séna |xcosal/ (xcosa)? —1
2x

!

y =
|xcosal/ (xcosa)? — 1

Derivada de una funcién arcocosecante:

- (x%cosa)’

- 2xsena

y = arccsclu(x)] = y' =

Podriamos describir el proceso como:
1. Escribir —1.
2. Dividir por el valor absoluto de u(x).

3. Dividir por la raiz cuadrada de 1a sustraccion entre u(x) y 1 elevado al cuadrado.
4. Por ultimo, multiplicamos por la derivada de u(x).

Ejemplo de aplicacion:

Calcular la derivada de: y = arccsc[sen®x]
|Solucién:

d -1 d
y = arccsc[sen®x] = il — -au(x
Jlio e G200 - 1

d
u(x) = sen’x = au(x) = sen2x

d -1 —sen2x

-1
N

(sen2x) =

_y —
dx |sen?x|./(sen?x)? — 1 sen?xVsen*x — 1

Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:
Calcular la derivada de: y = sen?x + arccsc(x?)

Solucion:
y' = sen?x + arccsc(x?)

1 ( )
(x
2GR — 1
2x
x2vVx%t—1

xvVxt—1

)I

y' = 2senx(senx)’ +

y' = 2senxcosx +

y' =sen2x +

Nota: La derivada de los arcos co-razones son negativos.
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6.8. Derivada de funciones hiperbolicas

Derivada de una funcion seno hiperbolico:
y = senh[u(x)] = y' = cosh[u(x)] u'(x)

Podriamos describir el proceso como:

1. Escribir la funcion coseno hiperbolico con el mismo argumento u(x) de la funcion
anterior.

2. Por Gltimo, multiplicamos por la derivada de u(x).

Ejemplos de aplicacion:

1. Calcular la derivada de: f(x) = senh(ctgx?)
Solucion:

f(x) = senh[ctgx?] = f(x) = cosh[u(x)]- iu(%)

—

Reescribimos

— 2
u(x) - Ctgx u(x)enla Multiplicar por
2 9 funcién cosh la derivada de u
x u(x) = 2xsec“x con respecto a x

d
Ef(x) = cosh[ctgx?] - (2xsec?x?)

Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:

2. Calcular la derivada de: y = €3 senh(v/cotx)
Solucion:

y' = (€%%) senh(Vcotx) + €3*[senh(Vcotx)]’
y' = 3€3* senh(Vcotx) + €3 cosh(Vcotx) [\/cotx]'

y =e3* (3 senh(\/cotx) + cosh(\/cotx) (cotx) )
y =e¥ (3 senh(\/cotx) + cosh(\/cotx) N * —CSC x)
cotx
e3x
y' = N (6\/c0tx senh(\/cotx) - cosh(\/cotx) csc x)

Derivada de una funcion coseno hiperbolico:
y = cosh[u(x)] = y’ = senh[u(x)]u'(x)
Podriamos describir el proceso como:

1. Escribir la funcién seno hiperbélico con el mismo argumento u(x) de la funcién anterior.
2. Por altimo, multiplicamos por la derivada de u(x).
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Ejemplos de aplicacion:
1. Calcular la derivada de: f(x) = cosh(vx + 1)
Solucioén:
d d
f(x) =cosh(Vx +1) = af(x) = senh[u(x)] -aul(x)

~
B Y o
I A SN mmmmmm—— TS
RN ’
\

. El'dngulo también E f Multiplicar por \:
U(X) =vx+1 ‘: se le conoce como i i la der?vada (Fi)eu i
d 1 I‘ argumento. ! | conrespectoax i
—u(x) = e S / M e !
dx 2Vx +1
d 1 senh|vx + 1
—f(x)=senh[Vx+1|-( )= [ ]
dx 2Vx +1 2Vx +1

Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:

2. Calcular la derivada de: y = %senth + xcosh2x
Solucién:

1 1
y' = <;> 'senh2x + p (senh2x)" + (x)'cosh2x + x(cosh2x)’

-1 1
y' (F) senh2x + ;costh(Zx) + cosh2x + xsenh2x(2x)’

-1 2
y' (7) senh2x + ;costh + cosh2x + 2xsenh2x

1
y' ") (senh2x + 2xcosh2x + x?cosh2x + 2x3senh2x)

Derivada de una funcién tangente hiperbolico

y = tghlu(x)] =y’ = sech?[u(x)] v’ (x)
Podriamos describir el proceso como:

1. Escribir la funcion sech? con el mismo argumento u(x) de la funcién anterior.

2. Por Gltimo, multiplicamos por la derivada de u(x).

Ejemplos de aplicacion:
1. Calcular la derivada de: f(x) = tgh (g + \/%)
Solucion:

d d
f(x) = tgh (g + \/E) = af(x) = sec?[u(x)] -au(x)
/{ I N

Multiplicar por
la derivada de u

d (x) = 1 ] del tgh | con respecto a x
au x) = E ---------------
if(x) = sech? [— + \/ab] : <1>

dx 2

~

i e e
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Otra forma de realizar este tipo de derivadas es:

2. Calcular la derivada de: y = /(1 + tgh? x)3

Solucién:
3
y' = —— (1 + tgh?x)’
43/1 + tgh? x
3
y' = ———=-2(tgh x)(tgh x)’
431 +tgh?x
3 3(tgh x)sech®x
y' = ——=—=—="(tghx)sech’x = (49 )
21+ tgh?x 21+ tgh?x

Como habras notado basta conocer la formula para hallar la derivada de una funcién a
continuacidn se le pondra una Tabla con un resumen de férmulas:
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Tabla de derivadas

Sea “u” una funcion y “c, a” una constante

!

()" = (arcsecu)' = _t
lulvu? — 1
W) = nu™ W/ (arccscu)’
lulvuz — 1
e =e*u (senhu)’ = coshu - u’
(@' =a*Inau’ (coshu)' = senhu-u'
(Inw)' = w (tghu)' = sech®*u - v’
u
! (ctghu) = —csch?u-u’
(log, w)" =
ulna
(senu) =cosu-u' (sechu)’
= —sechutghuu'
(cosu)' = —senu-u' (cschu)’
= —cschuctghuu'
(tguw)' = sec’u-u u’
(senh™u) = ——
vu?+1
ctgu) = —csc?u-u' !
(ctg ) (cosh™u)' =
us—1
(secu)’ =secutguu' u'
tgh™'uw)’' =
(tgh™w)' = ——3
(cscu)’ W
= —cscuctguu (ctgh™"w) ur—1
u —u'
(arcsenu) = ——— | (sech™u)' = ——
V1 —u? uvu? —1
(arccos u)' —u’
) (csch™u) = ———
___ ¢ lulvuz — 1
V1 —u?
' u-v) =u'v+u
(arctgu)' = —— ( )
1+ u?
. , u (u "uv—uw
(arcctgw)’ = 1+ u? v) 2
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Ejercicios de aplicacion

Perita 1
Hallar la derivada de:

y=.x—+Vx?+4
Solucion:

d d .
2 = Z\x —VxZ+ 4 esuna funcion con exponente

dx dx

dy 1 d
— = —(x—x2+4)..1
dx 2\/x—\/x2+4dx( )

Desarrollamos la derivada

i(x—\m)zl— X x2+4—x

dx ViZ+d  Vxi+4
Reemplazamos en |

dy 1 x>+4—-x

dx  ofx —Vxz+4 Vxi+4

dy —(x —Vx% +4) _ —Vx—Vx?+4
Perita 2

Hallar la derivada de:
4 2

y=(x—3)2+3—x

Solucion:
Aungue no hay ningln problema al derivar de una manera directa la funcion es mas
conveniente operar la funcion.

4 2 4 2(x —3)
Y S k=32 x—3 (x-32 (x—3)2

_4-2x+6 10—2x
YT T@-32 T -3y

aqui derivamos por division

dy L 10 - 20[(r - 3)%] - (10 - 22) £ [(x — 3)?]

dx [(x —3)%]?

d
dy —20(x—3)7 (10 - 2%) |2(x - 3) 7= (x - 3)]
dx (x — 3)*
dy —2(x*—6x+9)+ (2x —10)2(x — 3)
dx (x—3)*
dy —2(x*—6x+9)+ (2x —10)(2x — 6)
dx (x—3)*
dy —2x*+12x — 18 + [4x* — 32x + 60]
dx (x—3)*
dy 2x*>—20x+42 2(x*>—10x +21)
dx (x —3)*4 B (x — 3)*
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dy 2(x-3)x-7) 2(x-7)
dx  (x—=-3)* = (x-3)3

Perita 3
Hallar la derivada de:
y=lxl+x
Solucioén:
Este ejercicio se puede resolver por derivadas laterales, pero también lo podemos resolver por
formula usando la siguiente propiedad de valor absoluto:

lu()| =y [ulx)]?

Reemplazando la formula.

1
y=3lx|+x = 3\/\/x_2+x= (\/ﬁ+x)3
d 1 d

Y = —(\/xz + x)

% 3(VaZ +x)7°
dy 1 (x+1)— 1 (x+1)
dx VxZ B 2 \|x|

- 2
3(fx] +x)3 3(fx| +x)3
1

dy 1 (x+ x| G+ |x[)3
—_ = > =
dx 3(|x| + 23 [x| 3|x|
dy Yx+|x|
dx  3|x|
Perita 4

Hallar la derivada de:
3 18 9 6
y=3 Vxz + 7x({/§ + gxi/xz + Ex”{/}

Solucion:

Llevando a una forma de exponentes.
32 187 95 6 13
=—x34+—x64+—x3+—x6
y=5x +7x +5x +13x
dy -1 1 2 7
—=x3 +3x6 + 3x3 + x6

dx .
Extraemos el factor x 3

dy -1 1 3
—=x3 (1+3x2+3x+x2>
dx

Transformando a una forma conocida
dy  (xV2) +3(x¥2)" +3x1212 412 (Vi+1)’
dx - 3fx

W=

X
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Perita 5
Hallar la derivada de:

_8+x3
Y=38

— X3
Solucién:
En este tipo de ejercicios resolveremos por regla del cociente.

dy d 8+ x3
dx  dx\8—x3

dy g=@+x)[8 =] - B+x) 8- x7)

dx [8 — x3]?

dy 3x*[8 —x°] — (8 +x*)(—3x?)
dx [8 — x3]?

dy  24x? —3x° + 24x* + 3x°

dx (8 —x3)2

dy  48x?

dx (8 —x3)4

Perita 6

Hallar la derivada de:

y=(x+3)3Yx3+3
Solucion:
% = i( +3)3Vx3 + 3 producto de funciones
(x +33]Yx3 +3+ (x + 3)3 \/x3 +3

d_

d—y_3(x+3) 2x3 + 3 +(x+3)3—2
dx /( 3 +3)2
p i

dx

y 3 (x + 3)x?

=(x+3)?|3Vx3+3 4+ ——
] 3/ (x3 + 3)2

d [3(x3 +3) + (x + 3)x?

Ay ot g B DG

dx ] 3(x3 + 3)2

d [4x3 + 3x%2+9

=Y (x +3)2

dx | 3/(x3 + 3)2

Perita 7

Hallar la derivada de:

1 1
=3 V(@ +x3)8 — < V(1 + x3)5
Solucion:
Convertir la funcion en exponentes.

8 5
y= 1/8 (1+x3)3—1/c (1 +x)3

dy 2d
—=—(1+x3)3 (1+x3)— (1+x3)3—(1+x3)
dx dx

dy 2

— =x%(1+ x3)3 —x2(1 +x3)3

dx
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d 2

% — x2(1 + 233[(1 + 23! — 1]
d 2

% = x5(1 + x3)3 = x5/ (1 + x3)2
Perita 8

Hallar la derivada de:

y = €% 1n 3x — In(coshx)
Solucién:
gy _ 4

4x i
= o €**In3x producto de funciones

dy d d (coshx)'

- e4x 1 e4x —1 s

dx dx [ Jn3x + dx n3x coshx

dy 4 3 senhx

— =4€*"n3x + ¥ — -

dx 3x coshx

dy 4 1 4 [AxIn3x +1

— =% [41n3x+—] —tghx =€ x[—] —tghx
dx X

Perita 9

Hallar la derivada de:
x% -1
x2

y = sen (4x? + 5) + arcsen

Solucioén:
2_
y' =sen (4x? +5) - (4x% +5) + . (x 1) !

x? 2
y' = 8xsen (4x? +5) + (—3>
Vet —x* +2x2 —1\X

2
"= 8xsen (4x? +5) + ——
Y xV2x? —1

Perita 10
Hallar la derivada de:
y = cos[sen (3x3)]

Solucion:

@v_4a 3 ;

- = - ¢C0S [sen (3x°)] C{uncwn compuesta
% = —sen[sen (3x3)] = (sen (3x3)) .1

Desarrollamos la derivada

d d
a(sen (3x%)) = cos[sen (3x%)] Ix (3x%)

d
a(sen (3x3)) = cos[sen (3x3)] - 6x2

Reemplazamos en |
d
% = —sen[sen (3x3)] - cos[sen (3x3)] - 6x2
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Perita 11
Hallar la derivada de:

_ (asenfx — Bcospx)€™
y= a? + B2
Solucion:

Aqui se esta usando regla del producto a y 8 son nimeros por lo que no intervienen.

[(asenBx — BcosPx) €% + (asenBx — Bcosfx)(€%)']
a? + B2
[(aBcosBx + B?senfx)€* + a(asenfx — Bcosfx)(€%)]
a?+ B2
. e™[B%senfx + a’senfx] € senfx[B* + a?]
y = a? + 2 = aZ + B2
y' = €*senfx

!

!

Perita 12
Hallar la derivada de:

y = |ctg 2x]
Solucion:

luCo)| =/ [ux)]?

y = |ctg 2x| = /(ctg 2x)?
@ov_4d 2 .
—=—4/(ctg 2x)* funcion compuesta

dy 1 d
—=————((ctg 2x)?) ...1
dx  2.[(ctg 2x)2dx g

Desarrollamos la derivada

(ctg 2x)?] = 2(—csc22x)% (2x)

Reemplazando la formula.

Ciz_x[
— 2x)?] = —4csc?2
P [(ctg 2x)] csce2x
Reemplazamos en |

dy 1 5 —2csc?2x
—=——" —4¢csc2x = ——
dx  2./(ctg 2x)2 y
Perita 13

Hallar la derivada de:

Y= lln (tgf) _l cosx

_ 2 2 2 sen?x
Solucién:
X,
.1 (tg 7) (cosx)'sen?x — cosx(sen?x)’
y =5 -
2 X sen?x)?
! tg > ( )
X
, 1 sec? 71 —senxsen®x — cosx2senxcosx
y =5 5
2 X 2 sentx
| 197
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.1 1 sen?x + 2cos?x
y =5 X x T 3
2 ZSenicosz sen-x
, _1[sen®x sen’x+2cos’x| 1
Y =3 | sen3x sen3x ~ sen3x
Perita 14
Hallar la derivada de:
4
y= p
sec (§)
Solucién:
Cambiando el secante por su equivalente en coseno:
1
secx =
COS X
4 4 X
y = = =4 |[cos (—)

O L T

dy _ 4 4/ (x) jon elevad t
dx_dx COS 3 funClane evado aun exponen e

dy 4 d X
—=—————/|cos(=]|...]
dx 7 |cos (g) dx [ (3)]

Ec)lesarrollamos la derivada .
X X X
lcosG)] =[-sen 5)] 2 5)

gl ()] = s 3)

Reemplazamos en |
sen (%) B —2sen (%)

dy __ + _
dx 2 fcos (%) 3 3 cos(g)

Perita 15
Hallar la derivada de:

. 1+VxZ+1
y=yxl+1—In|————

Solucién:
y = x2+1—[ln[1+\/x2+1]—lnx]

(x2+1) [ 1 o1
"= - 1+vx2+1 ——]
Y 2Vx? +1 ( )

1+VxZ+1 X
, 2 1 <(x2 + 1)’) 1
Y 2Vx2+1 14+Vx2+1\2vx2+1) x
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, x 1 X
y' = +--
x2+1 X [14+Vx2+1]Vx2+1
. xr+Vx? 41 x
y' = -
xVxZ+1  [1+Vx2+ 1]V +1
, x2+VxZ+ 1 x[1—-VxZ+1]
y' = -

xvVx2 +1 —x2Vx2+1

_x2+Vx2+1+1—Vx2+1_ x> +1 _\/x2+1
Y xVx2+1 xvVx2 +1 xVx2+1 x

Perita 16
Hallar la derivada de:

y = ln[x + \/senx]

Solucién:
Z—Z = :—xln[x + \/senx] funcion compuesta
dy 1 d

—_——_— 1
T [x + Vsenx]

Desarrollamos la derivada

d 1 d

_ =1 _

I [x + senx] + [2 Teoral dx (senx)

d 1
—x+\/senx=1+[ ]cosx

dx[ ] 2+/senx ( )

d COSX 2vVsenx + cosx
— [x +Vsenx| =1+ =

dx [ ] 2+/senx 2+/senx

Reemplazamos en |

dy 1 2+/senx + cosx
dx  x +senx l 2\/senx

dy  2+senx + cosx

dx (x + Vsenx)2+v/senx

Perita 17
Hallar la derivada de:

1
Y x+vVx2+1

Solucion:
Aunque es muy atractivo derivar la funcién de inmediato, lo mas recomendable sera aplicar la
siguiente propiedad:

Ina™ =nlna

y=1In [x-l-— ;T] =In [x+\/TH]_1
y=—1n[x+\/TH]

4l ln[x +Vx? + 1] funcion compuesta

y__ 1 i[x+\/x2+1] i

dx dx
dx  x ++x% + 1dx
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Desarrollamos la derivada

d _ -
—_ 2 1 — . 2 1
a1 = [zW] (x? +1)
d _ -
dx_x+x+_ +2W(x)
dr - X \/x2 1+x
x + +1
dx \/x2+ Vx2+1
Reemplazamos en |
dy l\/xz +xl
dx x+\/x2+ VxZ+1
dy -
dx  VxZ +1
Perita 18
Hallar la derivada de:
_ 1t hx 1t h3x
y=3M5 73
Solucién:
dy 1 S, X xy, 1 , X Xy,
E—ESBCh E(E) —3(3)tgh E(tghz)
dy 1 hzx(l) 1t hzx[ hzx(l)]
gx—%sec 2\2) 72" leec 2\2
_y__ zf _ Zf - _ Zf Zf
dx—4sech 2[1 tgh 2] 4sech 2[sech 2]
d _1 h4x
dx  4°°°" 2
Perita 19
Hallar la derivada de:
x
tgh=
- 2
=Xy Varght [ 222
A WG

Solucion:

y_ 1 1 tgh3\,
y_2+\/§ tgxz(ﬁ)
(%)
1 2 1 x\ 1
Yy =-+V2|——— (—sech2—>-z

2 2—tgh2§ \/E 2

1 sechz% 2= tgh,2 + ZSech2

y = —+4 =
_tah2 X _ X
2 —tgh*5 2 (2 tgh? 2)
1 + sech? % + Zsechzg 1|11+ 3sech2%
- X 2| 2t tam2 X
2(2+tgh?3) 2+ tgh?3
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Perita 20
Hallar la derivada de:

xarcsenx
————+1Iny/1—x?

R
Solucion:
_ (xarcsenx)' (V1 —x?) — (xarcsenx) (V1 — x2)' N (V1—x2)
. (T=x2) Vi-a2
_ (xarcsenx)’ (xarcsenx) V1 _xxz N V1 _xxz
V1—x? (VI=x2) V1—x2
arcsenx + 1% x?arcsenx X

y= -
VI—x? (Vi—x2) 1%
B V1 — x2arcsenx + x x%arcsenx xV1 — x2

y= 1—x2) + 3 3
(1-x Vi-x2) (VI—-x2)
_ (1 —x®)arcsenx + xV1 — x? N x?arcsenx — xV1 — x?2
(VT=+7) (VT=+7)
_arcsenx
(VI=x2)’

Ejercicios especiales de regla de la cadena
Perita 21

Hallar la derivada de:

dz
E,Siz=4,u3+5dondeu=sen0+9,9 =Vx+1

Solucién:
La aplicacion de regla de la cadena sera.

Desarrollamos las derivadas respectivas.

r.S'i z=4u3+5 = E: 12u?
du
. du
1 Si u=senf+60 = E:COSB-I_l i
Si 6 +1 d6 !
l =VX = — = —
\ dx 2x+1
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Reemplazamos en [
dz 1
— =[12u?] - [cosB + 1] - [

dx 2Vx +1
dz _ 6u*(cosf +1)

dx  VJx+1

Perita 22

Si F(x) =+/g(x),g(1) =16 y g’'(1) = 14 determine F'(1).

Solucién:

Sea F(u) = Vu.

Se tiene que F(x) = f(g(x)) = (fo g)(x)
Aplicamos regla de la cadena

F'(x) = (fog)'(x) = f(g(0) g'(x)

Donde
= — tanto, F(g(x)) = ——
u) = ——y, por tanto, x)) =
Zﬁyp g o)
En consecuencia:
1
F'(x) = g'(x)
2,/g(x)
Caso particular del ejercicio, para x = 1 tenemos que
1 1 7
F'(1) = '1) = —— (14) = —— (14) = -
W= B0 =57 (9 =555 19 =5

Perita 23
Sif(w)=u?+3u-38, gx) = i—j determine (f o g)' (x).

Solucion:

Se tiene que F(x) = f(g(x)) = (fo g)(x)
Aplicamos regla de la cadena

F'(x) = (fog)' (x) = f(g(x) g'(x) .1

Donde
f'(u) = 2u + 3, Haciendo u = g(x) =;Ct 1

1 2 2
f’(g(x))zzc%)+3= ;_+1 +3
, 2x+2+3x—-3 5x-—-1
flo@)=——F—=""7-1
oy d(x+1
8(?5)—%( _1) ]
¢x =E[x+1](x—1)—(x+1)a(x—1)

(x —1)?

oy WD) -Gx+DA) x—-1-x-1
g'(x) = (x — 1)2 - (x — 1)2
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-2

Reemplazamos Il y Il en I:

’ B 5x — 1 . -2 _2—10x
(fog)(x)—[x_l ((x_1)2)_(x—1)3
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Capitulo VII

Derivacion paramétrica

ste capitulo aborda la diferenciacion de curvas definidas mediante un pardémetro, una

herramienta indispensable cuando la representacion cartesiana falla o resulta poco

practica, como en trayectorias con bucles, lazos o cambios de direccion. Veras como
obtener la pendiente de la tangente, la velocidad y la direccion del movimiento a partir de las
funciones paramétricas, y como identificar puntos singulares, sentido de recorrido y orientacion
de la curva. Se incluyen aplicaciones al movimiento en el plano y al disefio de trayectorias en
fisica e ingenieria, junto con ejemplos progresivos que consolidan el criterio para analizar y
derivar curvas paramétricas con seguridad.

7.1. Introduccion a la parametrizacion de curvas

El estudio de las derivadas paramétricas es como una hojeada a un libro de calculo vectorial; si
joven no le mentiré es complicado sin embargo ahora se le dara los tipos para que salga
victorioso a la mayoria de preguntas de este tipo; para esto serd necesario tener una
introduccion:

Como bien sabemos en el plano cartesiano también conocido plano euclidiano o el plano R?;
representamos a todas las conicas y curvas como una ecuacion F(x,y) = 0, con dos variables

(Y3} (Y]

X7 ey,
Las clasicas conicas son:

Ecuacion cartesiana de la recta:
L:Ax+By+C=0

Ecuacion cartesiana de la circunferencia con centro en el origen y radio “a”:
C:x* +y? =a?

Ecuacion cartesiana de la elipse con centro en el origen y semiejes “a” y “b”:

2 2
y
EatpE=l

Ecuacion cartesiana de la hipérbola con centro en el origen y semiejes “a” y “b”:
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XZ y2
}[:E_ﬁ::l

Por ende, el primer paso sera convertir funcion de variables “X” ¢ “y” que representan las
coordenadas de un punto P(x,y) que pertenece a una curva C a otra funcion que solo dependa
de una variable “t” (en el cambio a coordenadas polares seria a 6), la cual Ilamaremos
parametro.

El proceso de cambio se le llama parametrizar en este texto nos evocaremos a las derivadas por
ende no se realizara el proceso de como parametrizar sin embargo se le dara la parametrizacion
de curvas importantes.

7.2. Ecuaciones parametricas

Ecuacion de una recta Ax + By + C = 0.
L {x = xo + alt

Y =Yo+axt o
Solo por ser sencillo Py, = (x,, ¥o) €s un punto de paso de la recta, para esta parametrizacion
necesitamos por lo menos 2 puntos de paso por lo cual el segundo punto sera P; = (x4, y,) el
motivo del segundo punto es la obtencion de un vector que nos de la direccion “V =
(all aZ)”'
(ay,a3) = (x1,¥1) — (X0, ¥0)

Ecuacion de una circunferencia x* + y? = a?.

X = acost
¢ {y = asent [0,27]

Donde “a@” es el radio.

Ecuacion de una parabola y? = 4px.

Donde “m” es la pendiente de la recta en ese punto.

yZ

.2z - xz
Ecuacion de una elipse Ztz=1
X = acost
€ {y = bsent [0,27]

Donde “a” y “b” son los semiejes.

2 2
Ecuacién de una hipérbola z—z - i—z =1.
X = asect

}[{y _ prge [027]
Donde “a@” y “b” son los semiejes.

Ecuacion de un astroide x2/3 + y?/3 = q?/3,

X = acos3t
{y = asen3t [0,2m]
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Ecuacion de una hipocicloide.

x = 2acost + acos2t
¢ {y = 2asent — asen2t [0,2]
Ecuacion de un cardiode.

X = 2acost — acos2t
¢ {y = 2asent — asen2t [0,2]

Importancia de los caminos.

Importante:
Un camino simplemente es
una curva parametrizada

Los caminos a(t) = (x(t),y(t)); t € [a, B], sirve para el calculo de una integral de linea.
Los caminos a(t) = (x(t),y(t)); t € [a, B],curva cerrada, regular en sentido anti horario
tienen facilidad de calcular el area, tan solo integrando el camino a(t) desde « hasta 8

gracias al “Teorema de green”.

En el andlisis complejo la integral de las funciones de variable compleja se halla mediante

caminos continuos regulares.

Topologia se estudia el tema de Homotopia de caminos.
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Ejercicios de Aplicacion

Fresita 1

Hallar dy/dx
X = acost

De una elipse {y _ bsent

Solucion: -

Derivamos a x en funcion de t

— (x) = —asent

dt( ) -41

Derivamos a y en funcion de t
d

— = bcost

gr ) = beos \
Dividimos — :

d La figura es una elipse

i (¥)  bcost dy cona=3yb=4
= =

d (x) ~asent dx a

dt

R

Fresita 2
Hallar dy/dx
i . x = a(t — sent
De una Cicloide { _ El _ t% Nl ~
y=a cos N Importante )
. \\ Si un circulo rueda,
Solucién: *,  sin resbalar, sobre una

recta fija, la linea
descrita por el punto
de la circunferencia se
le Ilama cicloide.
Derivamos a y en funcionde t N .

Derivamos a x en funcion de t

P ——

d
E(x) = a(1 — cost)

R
\,

d

7; ) = alsent)

Dividimos

d

%(3’) _ a(sent) - d_y _ sent
i( “a(l—cost) dx 1-—cost
at

Fresita 3
Hallar dy/dx

L X = 2acost — acos2t
De una cardioide {

y = 2asent — asen2t

Solucioén:
Derivamos a x en funcion de t

T (x) = —2asent + 2asen2t = 2a(sen2t — sent)

Derivamos a x en funcion de t

d
%(y) = 2acost — 2acos2t = 2a(cost — cos2t)
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Dividimos

d

at () 2a(cost — cos2t) dy cost — cos2t
= > =

d ) 2a(sen2t —sent)  dx sen2t — sent

dt

Fresita 4
Hallar dy/dx
x = t?
Sea la curva descritapory  Lnt
tZ
Solucion:

Derivamos a x en funcion de t

d
E(x) = (t?) Lnt + t? (Lnt )’ :

d()—Zt L t+t21
dr n t

d
— = 2tlnt +
7 () tlnt +t

Derivamos a y en funcion de t

d (Lnt)'t — Lnt(t?)’
— ) = -~
dt (t2)
d %t — Lnt(2t)
1ol
— 2tLnt
Dividimos
d 1 — 2tlnt
& T dy  1-2tnt

i(x) T Qtlnt+t dx t4(2tLnt + t)
dt

Fresita 5
Hallar dy/dx
2at
x =
) 1+ t2
Sea la curva descrita por B a(l — t2)
14 ¢t2

Solucion:
Derivamos a x en funcion de t

d o) = (2at)' (1 +t*) — 2at(1 + t*)',
ac = (1 + t2)2

d ) = 2a(1 +t*) — 2at(2t),

at = (1 + t2)2

d 2a + 2at? — 4at?

—(x) = Y

dt (1 +t2)

d ) = 2a — 2at?
at " T+ 2)?
Derivamos a y en funcionde t

<.

La figura de
la fresita 4

.................
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d (1-¢t3)'1+t>) -1 —-t3>)(1+t>)
—@)=a -~
dt (1+1¢t2)
d —2t(1+¢t%) — (1 —t%)(2¢)
—@)=a -~
dt (1+1t2)
d —2t — 2t3 — 2t + 2t3
—@)=a -~
dt (1+t?)
d —4at
—O) =
dt (1+1¢t2)
Dividimos
d —4at
) {T+2 dy  —4at
P ~ 2a—2at? " dx 2a-—2at?
dt (1+¢t2)?
dy —2t
dx 1—t2
Fresita 6 ‘
Hallar dy/dx i
3t )
X =—-F
3
La hoja de Descartes 1;;
Y=1 +t3

Solucion:
Derivamos a x en funcion de t

’,
1

Esta es la hoja de
descartes.

o
4
4

o ———
~.
~.
.
~.
~o
~,

| TSP

d B A+¢t3)-3t(1+ %)
a9 = (1 + t3)?

d _3(1+t%) = 3t(3t?)
A CEWE e

d ( )_3+3t3—9t3_ 3 — 6t3
i T T A+ (1 +3)2
Derivamos a y en funcionde t

d @B +3) - BtHA+ )
= (1+ 3)2

d _6t(1+t3) — (3t?)(3t?)
= (1+t3)2

d _6t+6t*—9t* 6t —3t*
P  C W) Rl CIFWE)
Dividimos

d 6t — 3t*

&) T+2  dy 6t—3tt
d . 3-6t2  dx 3-60°
@™ Troy

dy 2t—t*

dx 1-—2t3
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Fresita 7
Hallar dy/dx
a
X = —cost
La espiral hiperbolica Ctl ”
y = —sent
t
Solucion:

Derivamos a x en funcion de t

d @ (cost)'(t) — cost(t)’

—(x)=a N

dt t2 b

d —tsent — cost AN

E(_x) - t2 N .
Derivamos a y en funcion de t { Lafiguaesla |
d (sent)'(t) — sent(t)’ i espiral i
E(}’) =a 12 i hiperbolica 1
d tcost — sent h ’
E(}’) =a t2

Dividimos

d tcost — sent

ac ) a — 2 dy  tcost —sent

d T~ —tsent—cost  dx —tsent — cost

% (x) t2

dy sent —tcost
dx  tsent + cost

Fresita 8 =
Hallar dy/dx ‘
. (x = 2ctgt
La Bruja de Agnesi 2 A
y = 2sen“t A
Solucion: P
Derivamos a x en funcion de t P \
d ) i Lafiguraesla |
E(x) = —2csc’t i Brujade Agnesi 1

Derivamos a y en funcionde t
E(y) = 2 - 2sent - cost = 2sen2t
Dividimos

d

%()’) _ 2sen2t dy

= = —— = —sen2tsen’t
i(x) —2csc?t  dx senatsen
dt
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Fresita 9

d?y
Hallar —=
allar —

. . (x = 3cost
Circunferencia

y = 3sent

Solucion:
Derivamos a x en funcion de t

Derivamos a y en funcionde t

d
E(y) = 3cost

E(y) = —3sent

Reemplazamos en la formula descrita:
,. 4%y dx_dy d’x

d”y _dtZ dr _dt dt?

dx? (d_x)3

dt

d’y  (—3sent) - (—3sent) — (3cost) - (—3cost)

dx? (—3sent)3

d’y  9sen’t +9cos’t

dx?2  (—=3sent)3

d’y 9(sen’t + cos’t) _ 1

dx?  —27sen3t  3sen3t

Fresita 10

d?y
Hallar —=
allar —

. ] X = B(t - sent)
Cicloide {y = 3(1 — cost)

____________________

f 1
o i Lafiguraesuna |
Solucion: :\ cicloide i

Derivamos a x en funcion de t e T ’
x = 3t — 3sent %

%) = 3 - 3cost -
— (x) = 3 —3cos
dt

Fro (x) = 3sent

Derivamos a y en funcion de t
y = 3 — 3cost
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d
E(y) = 3sent

ﬁ(y) = 3cost
Reemplazamos en la formula descrita:
d?y dx dy d*x

d’y _qez dt _de di?

dx? dx\3
(@)
d?y _ (3cost) - (3 — 3cost) — (3sent) - (3sent )
dx? (3 —3cost )3
d’y _ 9cost — 9cos?t — 9sen’t
dx? [3(1 — cost)]3
d’y _ 9[cost — (cos?t + sen’t)]
dx? 33[1 — cost]3

d’y  9[cost —1]

dx? 27[1 - cost]3

d’y -1 , l .
022 = 3[1—costl? aqui ya es la respuesta
d?y -1

3 [ZSen2 %]2
d?y -1

t
4L
12sen 5

Fresita 11

d?y
Hallar —=
allar —

. x =et
Sea la curva descrita por{

y = e—Zt
Solucion:
Derivamos a x en funcion de t

d
L) = et
7 (x)=e

.................

La figura de
la fresita 11

— t
™ =€ :
Derivamos a y en funcion de t

d
_ _ra-2t
T (y) 2e

— () =47
Reemplazamos en la formula descrita:
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d’y _ (47 ) (€Y — (27 (")

dx? (et )3
d?y _ 4e-t y2et
dx? [et]3
d’y eet
dx? _ est
d?y
—— =64
dx?
Fresita 12
d?y

Hallar —=

allar T2

x = 4cost + 4sent

involuta de circulo {y = 4sent + 4cost

Solucion:
Derivamos a x en funcion de t

d
T (x) = —4sent + 4cost = 4(cost — sent)

Fro (x) = —4cost — 4sent = —4(sent + cost)
Derivamos a y en funcion de t

d
I (y) = 4cost — 4sent = 4(cost — sent)

e (y) = —4sent — 4cost = —4(sent + cost)
Reemplazamos en la formula descrita:

dx? dx\?
(@)
d’y —16(cos*t — sen’t) — [~16(cos’t — sen’t)]
dx? (4(cost — sent) )3
d’y 0
dx?  (4(cost — sent) )3
d2
Py _
dx?
Fresita 13
2 T T \|
s i Lafiguraesuna |
Hallar dx? i cicloide prolada |
=2t — | /
Cicloide prolada {x _ L~ msent v/
y = 2 —mcost \

Solucioén: !
Derivamos a x en funcion de t

— (x) = 2 — mcost
dtz(x) COoS

— (x) = msent : ;
dtz_( ) U \’j U
Derivamos a y en funcion de t
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T (y) = msent

d2

a2 |

Reemplazamos en la formula descrita:
d?y dx dy d*x

d’y gz dt _ dt dez

(y) = mcost

dx? dx\3
(@)
d?y _ (mcost)(2 — mcost) — (msent) (msent)
dx? (2 — mcost)?3
d’y  2mcost —m?cos’t — m?sen’t
dx? (4(cost — sent) )3
d’y  2mcost — m?(cos’t + sen’t)
dx? 64(cost — sent)3

d’y  m(2cost —m)
dx?  64(cost — sent)3

Fresita 14

d?y
Hallar —=
allar —

. x = 2cost + 2tsent
envolvente de circulo

y = 2sent — 2tcost

Solucién:

Derivamos a x en funcion de t

d

E(x) = —2sent + 2sent + 2tcost = 2tcost
d2

e (x) = 2cost — 2tsent
Derivamos a y en funcionde t

d
E(y) = 2cost — 2cost + 2tsent = 2tsent

Fro) (y) = 2sent + 2tcost
Reemplazamos en la formula descrita:

dx? dx\3
(@)
d’y  4tsentcost + 4t?cos’t — (4tsentcost — 4t*sen’t)
dx? (2tcost )3
d’y  4t’cos’t + 4t?sen’t  4t?(cos’t + sen’t)
dx? (2tcost )3 - (2tcost )3
d?y 4t2

dx? (2tcost )3
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Fresita 15
d? =
Hallard—x};; De la funcion {; _ %//_%

Solucioén:
Otra forma de resolver este ejercicio
Derivamos a x en funcion de t

(d()_ 1 _1t_§
N
d 1 1 1 " dx 3
—(x):—:— 2
dt 2 2
d(dy) 2(—1 _Z) -1 7
—|— ] ==|—t 6 ) =—¢t 6
dt dxd 3 6

y -1 _7
d’y E(ﬁ) gt ¢ -2 2

= t’3

dx? dx -1

dat 2t

Alguien dijo prueba mis habilidades

Hallar dy/dx

Parabola {x = at?
semicubica ly = at3
Hallar dy/dx

. x = 2t — sent
Cicloide curlata{ _

y =2 —cost
Hallar dy/dx
x = cost

Del camino {
Hallar dy/dx

y = sen2t — sent

1
x = =a(3cost — cos3t)

Rpta.—

Aungue me gusta
bastante la formula
usada del ejercicio 9
este método resulta
mas practico.

Rpt 3t
pa.2

Rt sent
pa'Z—cost

2cos2t — cost

sent

cost — cos3t

Nefroide 1 Rpta.m
y = Ea(3sent — sen3t)
Hallar dy/dx
a1 —t*
Lemniscatade | © = 1+ ¢+ _1<t<1
Bernoulli at’J1 — t* -
Y ST e
Hallar dy/dx
— 3

Astroide {; _ Zggig,i t € [0,2m] Rpta.tgt
Hallar dy/dx

Epicicloide de {x = 4cost — cos4t
3 picos y = 4sent — sen4t
Hallar dy/dx

cost — cos4t
"sen4t — sent
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Epicicloide de {x = 5cost — cos5t cost — cos5t
4 picos y = 5sent — sen5t p a'senSt — sent
Hallar &2
allar =
=a-ctg(t
Bruja de agnesi{x ac ‘zg( )
y = asen?t
d?y
Hallar —
allar ——
L 4 {xzamgt Rpta.2t? + 2
a funcién y = In(1 + t2) pta.
d?y
Hallar —
allar = t
., (x = €'cost —2e”
La funcion {y = @lsent Rpta. (cost + sent)?
Hallar &2
allar = 3
.. [x =4cos”t
La funcion {y = 4sen’t Rpta. 1 costtsent
2
Hallar —
allar ==
x =Int t(1+1)

L 16 _ R —
a funcion {y —(1-pt pta a=0°

Te paso que llevando el curso de geometria analitica el docente te pedia la ecuacion de la recta
tangente paralela al punto de una circunferencia y este ejercicio era muy complicado, pues
bien, el problema se reduce si puedes determinar la derivada de esas curvas sin embargo ellas
no se pueden despejar, en este capitulo lo que haremos sera aprender a derivar curvas sin la
necesidad de despejar la variable; exacto la derivaremos tal cual la veamos.
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Capitulo VIII

Derivada implicita

funcion de x, la derivada implicita permite hallar la tasa de cambio sin reescribir la

ecuacion. La idea es diferenciar ambos lados respecto de x tratando a y como una
funcion de x, aplicar con cuidado la regla de la cadena vy, al final, aislar dy/dx. Esta técnica
resulta clave en curvas clasicas como circunferencias y elipses, en restricciones geométricas y
en modelos donde despejar es impracticable; ademas, ayuda a detectar puntos singulares,
tangentes verticales y dominios efectivos. Se subrayan errores frecuentes, olvidar que y depende
de x 0 no agrupar correctamente términos y se ofrecen ejemplos breves que consolidan un
procedimiento claro y fiable.

Cuando una curva esta dada por una relacion entre variables y no como y despejada en

8.1. Método de derivadas parciales

Asi que ya sabes derivar supongo que ya estas en modo sabio que bien haber y si probamos
tus habilidades con los siguientes ejercicios:

y=3x2+5
Asi que la respuesta es:

dy_

=6
dx x

Genial entonces quisiera que derives la siguiente funcion.

y?=5x2+8
Asi que eres de los chicos que dicen:
y =45x%2+8
dy (5x*+8)
dx 2/5x2+8
dy 10x

dx  2v5x%2 +8

106



Calculo diferencial Paucara, L.

dy 5x
dx /5x2+8

Uhm... estuvo mas complicado entonces como los matematicos y los ingenieros somos geniales
aplicaremos n nuevo método de resolucion:

2yy' = 10x
, Sx
y =
y

Si ya esté resuelto muy sencillo verdad.

Asi que tu eres de las personas que despejan a “y” y luego lo deriva, sensacional entonces
derive la siguiente expresion

y+y?=3x%+5x+20
¢Pudiste despejarlo? Apostaria a que no y si lo intento le fue mas complicado asi que
trazaremos un nuevo camino para este tipo de ejercicios:

Derivamos:
y' + 2yy’ = 9x% + 5x
Factorice y’
y'(1+2y)=9x%+5
. 9x%45
Y ST+ 2y

Todo vacan, pero y como se hace la derivaciéon implicita:
Seran 2 grandes grupos de ejercicios cuando nos pidan y’

8.2. Reglas de diferenciacion implicita

Derivar:
3y2 +y = 4x% + 5x + 20
ler paso derivar todas las variables.
6y+1=6x+1
2do paso: Agregar el termino "y’ " en cada termino que haya derivado “y” la razén es que
nos piden y’
6yy' +1y' =6x+1
3er paso: Factorizar el termino” y' " y despejarlo
y'(6y+1)=6x+1
, 6x+1
Y Ty +1

Hallar y'en: y? + xy = 3v/x + 8
En el segundo término del miembro izquierdo derivarlo como producto de funciones

3
2y +y+x=—
yTy WNx

X
3
2yy' +y+xy = ——
R N
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3
'Qy+x)=———
y'(2y +x) N
3 —2yVx
'y +x) =——F
y'(2y +x) N
3 —2yVx
P 2Vx
2y +x
, . 3—2yVx
Y T nx2y + %)
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Ejercicios de aplicacion
Determine las derivadas implicitas y’ también x'.

Uvita 1
y? = 4px ecuacion de la parabola

SOIUICIOW I Aqui hallaremos x' '
2yy' =4p I 2y = 4px’ !
r __ 4p ! x’ = Z—y !
=3 Ty |
2p X e :
y’ [ f— 1 Zp }
y e
Uvita 2
x? +y? =a? ecuacion de la circunferencia
Solucion: | Aqui hallaremos x' !
2x +2yy' =0 D 2xx' +2y = !
Zyy’ = —2x ! 2xx fy—Zy !
r_ __x : x' = 7 1
Y= y Lomm e oo :
Uvita 3

b%x? + a?y? = a?b? ecuacion de la elipse
Aqui hallaremos x’
2b%xx' + 24’y =0

1 1
1 1
1 1
1 1
1 2b%xx’ = —2a%y 1
1 2 1
1 1
1 1
1 1

Solucion:

2b%x + 2a%yy’' =0

2a%yy’ = —2b%x
—b%x

a’y

,_—ay
Y = Thx

Uvita 4
b%x? = ya?b? ecuacion de la hipérbola

Solucion:
2b%x = a?b?y’
2x

1 Aqui hallaremos x’
1
1
, 1
V=2 T
[

2b%xx' = a?b?

N

a?

Uvita 5
y3 =3y + 2ax = 0 ecuacion cubica

Solucion: S .
3v2y' —3v' +2a =0 1 Aqui hallaremos x’
y%](;;z_%/) = —2a : 3y2—3+2ax’:0
1
1

!

3 —3y2
—2a 4

_3y2_3 L e e a

[
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Uvita 6
1 1 1
x2 + y2 = az
Solucion:
1 1,
T+ —ly =0
2x2  2y2
y' -1
1771
yf x2
1
, —V2
y =—
x2
P \ﬁ
y X
Uvita 7

2 2 2
x3+y3=a3

Solucion:
2 1 2 1
— 3 —_ 3 ,:
3x +3y y 0
1 1
y 3y ' =—x"3
1

, —v3
y =—0

X3
p_ 3y
Y =%
Uvita 8

y2—=2xy+b*=0

Solucion:

2yy' = 2(x'y +xy')+0=0
2yy' =2(y+xy') =0
yy'—y—xy'=0

yy—-x)=y
Ly

y = y—x

Uvita 9

x3+y3—3axy =0

Solucién:

3x2+3y%y' —3a(x'y +xy') =0

x2+y%y' —aly+xy) =0
x2+y%y' —ay—axy' =0
y'(y? - ax) = ay — x*

. ay —x?

Y = ax

Aqui hallaremos x'

2

1 2

1
SxT3x +2y3=0
3X X 3y

|
Wl

Aqui hallaremos x’

¢ Ya te diste cuenta? El
x" es muy facil de hallar
si ya sacaste el y', si
solo es su inversa

En la uvita 8

Importante. Cuando nos
piden x" simplemente lo
tomamos a x como la
funcion.

b o o e e e e e =

110



Calculo diferencial Paucara, L.

Uvita 10 : Aqui hallaremos x’ i
y = cos(x + ) :ilx’-k 11_0 !

: 2x2 2y2 :

1

Solucién: y X _ -1 |
y' = —sen(x +y) - (x + )’ et S
y' ==+ y)sen(x + y) : . !
y' = —sen(x +y) — y'sen(x + ) v == :
y'(1+ sen(x +y)) = —sen(x +y) : :

Fl

—sen(x +y)
1+ sen(x +y)

y' =

Uvita 11
x = cos(xy)

Solucion:

1= —sen(xy) - (xy)'

1= —sen(xy) - (y +xy")

1 = —ysen(xy) — xy'sen(xy)

xy'sen(xy) = —ysen(xy) — 1
. —(ysen(xy)+1)

xsen(xy)
Uvita 12
1-k
tg (%) = /mtg (5)

Solucion:
Ya que no se indica la relacion de “k” lo tomaremos como un numero por lo cual realizaremos
la siguiente sustitucion.

X
2
11, 11
41y2 277 TPaxx2 2
4 4
2 2b Ay
. —_ = =
4+ y? Y 4+ x2 Y 4 + x2
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Uvita 13
y _1 2 2
arctg (x) = 2ln(x +y°)

Solucion:
Este ejercicio es relativamente complicado por lo tanto tengamos cuidado al momento de
realizar las operaciones es muy frecuente que el estudiante cometa errores aritméticos.

1 (y),_l_(x2+y2)’

VW \x/ 2 xZ4y?
1+ (%)
1 O)'x—yx)" 1 2x+2yy
x% + y? x2 2 xZ+y?
X2

x> yx-y x+yy

x2+y2 x2 _x2+y2
yx—y=x+yy =>yx—yy =x+y
yx—y)=x+y

, X +y
y = X—y
Uvita 14
b - arctg (g) =4/x%+y?
Solucion:

@)y
b O)Vx—y®)' _ 2x+2yy

X2 _|_2y2 X2 Zm
bygc2 yx—y x+yy

Z+y? x2 Jx2+y?

b(y'x —y) = (x + yy)vx* + y?

by'x — by = x/x? +y% + yy'Jx? +y?

by'x —yy'\Jx? +y% = by + x/x? + y?

y’(bx—y x? +y2) = by + x/x% +y?

)= by + x/x2 + y?

_bx—y x%+y?

Uvita 15
X

arctg (—) = Xy
y

Solucidn: ’
;)z(g) = 'O+ WY

1+(§
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I @y—x()

y2 + x2 y? =y
y2

y: y—xy

y2+x2. 2 =y+xy

y:  y—xy

y+x2 y2 =yt

y—xy —(y+xy)(y +x2)
y - 3’—3’ + yx? +xyy+xy

y - y —yx* =xy?y' +x°y" +xy’
y—yd—yx? = (xy* +x° +x)y’

y—y> —yx?

y'= xy? +x3 +x

Uvita 16

Derivar la funcion en el punto x = -58/3 ey =1

y—Vx y+\/_ 3
yHVE |y—vx 4

Solucion:

Como se mencion0 antes algunos problemas necesitan de un desarrollo previo.

Jy—ﬁ+jy+ﬁ_<ﬁ>z+<m>z

Ay 52— (Vx)’

y—Vx+y+Jx 2y
-z =
Reemplazamos la nueva expresion encontrada que es mas facil de derivar.
2y 3
7 4
Ahora si procedemos a derivar

2y)'(Vy?—x) - @Hy?—x)’

=0
2
(Vy? —X)
2y'Jyt—x— Q) —F/——=Qyy' - 1) =0
2.Jy? —x
27’0 -0 y@yy' - _ o
Vy?—x Vy?—x
2y2y’—2xy’—2y2y’+y_0
=

—2xy'+y=0=-2xy' =—-y
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y’:l:}y’:[ljl —_— —
2x 77 " el T3 T IS
_ 3
Uvita 17
Determine la segunda derivada de:
4x2 +9y? = 36

Solucion:
8x +18yy’' = 0=9yy' = —4x

. —Ax
y = 9y

Bueno hasta ahi bastante facil, ahora viene la segunda derivada.
J = (—4x)'(9y) — (—4x)(9y)’
(9y)?

—4x
. —4(9y) + 4x9y’ B —36y + 36x( 9y )
(9y)? - 81y?
—36y2 — 16x?

. y _ —4(4x® +9y?)  —4(36)
Y =T g1yr T 81y3 | 81y3
, —16
YV =353
9y3

¢Lo notaste? Tras sustituir la primera derivada, fue necesario recuperar la expresion de la
funcion original para reemplazarla también.

Uvita 18.
Determine la segunda derivada de:
y=tg(x+y)

Solucion:
y =sec*(x+y)-[x +y]
Yy =[1+tg’Cc+y]- A +y)
y=[1+y*]-1+y)
y'=1+y?+y +y%
1+ y?

y2

yiy'=1+y*=y' =
Yy =-y?-1

Hallando la segunda derivada
y'=2y7y
y'=2y73-(=y%-1)

y' =2y -2y73

En esta pregunta se aproveché una identidad trigonométrica que simplifica la forma inicial,
de modo que la primera derivada se obtiene con facilidad. La segunda derivada también resulta
directa y, de ser necesario, la tercera, cuarta, etc., pueden calcularse sin mayor dificultad. Por
ello, el ejercicio es particularmente instructivo.
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Meétodo 2: derivacion implicita mediante derivadas parciales
En este método se reescribe la relacion como F(x,y) = 0 y se emplean derivadas parciales
para resolver:

oF
dy _ _ox
dx  OF
ay

Donde:

™ :Es la derivada parcial con respecto a x.

Para esto se considera "x" como Unica variable el resto de letras se consideraran constantes.

F
@ :Es la derivada parcial con respecto a y.

Para esto se considera "y" como Unica variable el resto de letras se consideraran constantes.

Uvita 19
y>=3y+x=0

Solucién: Como es igual a cero F(x,y) se toma de inmediato
Haciendo F(x,y) = y3 =3y +x e _.

aF—O 0+1 :a—F—32—3+o |
ax 0T O0F :gy Y :

1 F 1
a—F= :—:3}72_3 :
dx La 1

Reemplazamos los valores.

dy 1
dx  3y2-3
Uvita 20
x2=y%+xy

Solucién: En este caso la funcion no es igual a cero lo Gnico que haremos sera enviar los
términos a un lado.

O=y“+xy—x

Haciendo F(x,y) = y2 + xy — x? = ;emmmmm oot
oF ' 9F !
_:O+y—2x ,a——2y+x+0 1
0x 1 0Y .
oF , OF I
ox e 1
Reemplazamos los valores. ~ ~~ T TTTTTTTTTTTTOT
dy — y—2x

dx  2y+x
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Uvita 21

Derivar la expresion y calcular la derivadaeny = 1
y23x _ 3—x — 4y

Solucioén:
En este caso la funcion no es igual a cero lo Unico que haremos sera enviar los términos a un
lado.

Haciendo F(x,y) = y?3* — 37 — 4y

o 23 In3 4313 -0 L OF 04 :
7 g

— 2 - , OF . !
a—ln:%(y 3* +37%) iazzyg —4 E
Reemplazamos los valores. b e e e e emm e oo .

dy  In3(y?3*+37%) . dy [ In3(y?3*+37%)
dx 2y3* — 4 dx 2y3* — 4

dy In3(3*+37%)

dx  2(3*—2)

y=1

Uvita 22

Derivar la expresion y calcular la derivadaenx =1ley =€
xlIny—ylnx =1

Solucién: En este caso la funciéon no es igual a cero lo Unico que haremos sera enviar los
términos a un lado.

xIny—ylnx—-1=0
Haciendo F(x,y) = xlny —ylnx — 1
JF y

' OF «x '
_:1 ___0 Vot _ 1
ax YT | 5y =5 " nx =0 |
a_F_xmy_y ! OF x—ylnx !
ax  x Loy !
Reemplazamos los valores.
xlny—y
by x4y [ yxiy—y)
dx x—ylnx = dx x(x —ylnx)
T (L'e)
d e(llne-e el1-e
y e )_el-9) i o

dx  1(1-€mh1) 1-¢e(0)

Quiza usted se enfrente a un tipo especial de ejercicio el cual es de la

Repeticion infinita

1
1
1
1
1
! forma:y = |5+ x? \[5 + x24/5 + x24/... solo quedara usar algebra
1
1
1
! basica. y2 = 5 + x?y luego derivar.
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Prueba de habilidades

Determine las derivadas implicitas y'.

8p
y3 = 8px Rpta.ﬁ
x> +y*=a Rpta.—
Zax?
3+by’=ab Rpta.
ax®+ by =a pta by
bx® — ay® = ab Rpta. 2
x}—ay’=a pot.ay2
103 —4y
x3+vyd=aqa Rpta.———
Y P 19%4?
2+ x%y = Rpta.
y2+xly=x pa2y+x2
—(6xy? + 2xy°
6x%y? + 2x%y5 =10 Rpta. (bxy )

ax* + bx?y? + cy* = (x? + y?)?
x[(2a — 2)x? + by — 2y?]

Rpta.
P = b + 2 - 200y7]
4
\2xy + =2z Rpta.————
Y \/; P 2x +2x
2 —6(x +y){y?
(x+y)2+,fy3=a Rpta.— ( yg) 4
6xyy?+6yy°+1
s_ L= Rpta. —2
y y p Byt +x
y 1 y
Inx+€x=aqa Rpta.;+ex
Determine la primera derivada
1+xy =xy(€% —e ™) Rpta._?y
Determine la segunda derivada de:
—b*
b?x? + a’y? = a%bh? Rpta. a7y
Determine la segunda derivada de:
2yt +2
y=x+arctgy Rpta.— NE
Determine la segunda derivada en el punto (0,1)
-1
x*+yr*=1+xy Rpta.E
Determine la segunda derivada en el punto (1,1)
-1
x24+2xy+y?—4x+2y—2=0 Rpta.E
Determine la derivada de:
2
y = JZx - 1\/2x— 1V2x —1.. Rpta.2y+ 1

117






Capitulo IX

Derivacion logaritmica

expresiones “pesadas”: productos de muchos factores, cocientes complicados y

potencias donde la base y/o el exponente dependen de la variable. La idea es aplicar el
logaritmo a ambos lados, transformar productos en sumas y potencias en factores, derivar con
regla de la cadena e “invertir” el logaritmo al final. Su utilidad destaca en funciones como x
elevada a x, potencias con base trigonométrica o exponencial y productos largos, reduciendo
pasos y errores. Se enfatizan las condiciones de dominio trabajar con funciones positivas, o usar
logaritmo de valor absoluto cuando corresponda y se sefialan fallos habituales, como olvidar
que la funcion interna también se deriva o perder términos al expandir. Con esta herramienta,
muchas derivadas que lucen intratables se vuelven manejables y transparentes.

I a derivacion logaritmica es una técnica que simplifica el calculo de derivadas en

9.1. Derivada de funciones exponenciales

Este método se usara cuando te pidan derivar funciones de la forma:
e y=f(x)xg(x)xa(x)x..esdecir, muchos productos.
e vy =[f(x)]9% funcién elevada a otra funcion.

Para este tipo de preguntas se recurrira al siguiente esquema del método de derivacion
logaritmica.
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Identificar la Funcién
y=f(x)
|
Sacar el logaritmo

Lny =Ln[f(x)]
| Algunas reglas

In(A X B) = LnA + LnB

Operar la funcion con las

A
reglas de logaritmos Ln (§> = LnA — LnB
' Ln AB = BLnA
Derivar implicitamente la
funcion
1ldy d
yax a(Ln [fCID

|
Despejar la derivada

dy d
==y Un[fCD

A
Reemplazar el valor de y

dy d
= =@ Un[fD

Ejemplos de aplicacion:

1. Derivar y = (x + 1)(x% + 3)
Esta pregunta se resolvera por 3 métodos.
Método 1.
El primer método consiste en multiplicar la funcién
y=x3+x*+3x+3
Y luego derivar
y' =3x*+2x+3
Listo.
Método 2.
Este método consiste en usar la regla del producto.
y=u=>y =uv+u

y=x+1)'(x*+3)+(x+1)(x*+3)

y' = (1)x%+3)+ (x+1)(2x)
y' =x%+3+2x*+2x
y' =3x%+2x+3
Método 3.

Aqui usaremos el método de logaritmos. Siguiendo los pasos descritos en el esquema

Iny =In(x + 1)(x? + 3)
Iny =In(x + 1) + In(x? + 3)
y'  (x+1) N (x%+3)’

y (x+1)  (x2+3)
y' 1 2x
y

“G+D @@ +3)
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, 1 2x
Y :y[(x+1)+(x2+3)]

1
y' = (x+1)(x2+3)[(x+1)+

2x ]
(x%2 4+ 3)
2. Derivar y = (x + 1)°(3x3 + 2)
Método 1.

Desarrollar esta pregunta por el método 1 realmente es muy agotador, sin embargo, si no
recordamos nada seria bueno empezar a multiplicar.

Método 2.
Usar la regla del producto si es factible sin embargo un poco pesado, si quieres verlo ahi esta:
y=uw =y =uv+u
y =[(x+1)°7Bx3+2) + (x+1)>(Bx3 +2)'
y' =[5(x+ D*(x +1)1(3x3 + 2) + (x + 1)°(9x?)
y' =50+ 1D*Bx3 +2) + (x + 1)°(9x2)
Un poco agotador pero realizable

Metodo 3.
Siguiendo los pasos descritos en el esquema
Iny =In(x + 1)°(3x3 + 2)
Iny =In(x + 1)°> + In(3x3 + 2)
Iny = 5In(x + 1) + In(3x3 + 2)
y' 5(x+1) N (3x3 +2)
y  (x+1) (3x3+2)
y 5 N 9x?
y (x+1) (3x3+2)
, 5 N 9x?
Y=o+ T B +2)

5 9x?
y' =(x+1)°(Bx3+2) I(x D + g z)l

3. Derivar y = (x% + 3x — 5)3 V3x3 — 5sen(x)

Método 1.
La resolucion de este ejercicio con este método sera ridiculamente aburrida.

Meétodo 2.
Cuando son 3 0 més funciones este método queda obsoleto.

Método 3.
Siguiendo los pasos descritos en el esquema
1
Iny = In(x? + 3x — 5)3 (3x3 — 5)2sen(x)
1
Iny = In(x? + 3x — 5)° + In(3x® — 5)2 + In(sen(x))
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1
Iny =3In(x%? +3x —5) + Eln(3x3 —5) + In(sen(x))
y' 3(x*+3x—5) (3x*-5)" (sen(x))’

y B (x?+3x —15) 2(3x3 —-5) (sen(x))

y'  3(Q2x+3) N 9x? N cos x
y (x?+3x-5) 2(3x3-05) (sen(x))
) 3(2x + 3) 9x? cos x
y =y + +
(x2+3x—-5) 2(3x3—-5) sen(x)

3(2x +3) 9x? cosx
r_ 2 _ 3 3 _
y' = (x*+3x —5)°+/3x3 — 5sen(x) [(xz +3x—5) + 2(3x3 - 5) + sen(x)

Comparado con su unico rival , e es la chica nueva del barrio. En tanto que m es
mas augusto y tiene un solemne pasado que se remonta a los babilonios, e no es
tan lastrada por el peso de la historia. La constante e es juvenil, vibrante y
siempre esta presente cuando se trata de crecimiento. Resulta que en todo tipo de
crecimiento esta implicada e.

50 cosas aue hav aue saber sobre las MATEMATICAS
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Ejercicios de aplicacion

Fresita 1
Derivar la siguiente funcion:
_ (x+ 1)3/3x + 2
Y= (x% + 2)2(x — 8)°
Solucion.
(x + 1)%V/5x + 2
Iny =1In

(x2 4+ 2)2(x — 8)5
1
Iny =3In(x + 1) +§ln(5x +2)—2In(x?>+2) = 5In(x — 8)
y' 3(x+1) (Gx+2) 2(x*+2)" 5(x-8)

y  (x+1) 3Bx+2) x?2+2) (x-8)

y 3 5 2(2x) 5
T Ge+D 3622 @2+2) =8
. e+ 1D33x+2 3 5 4x 5
Y S 12 —8¢ |+ D) 3Gx+2) 2+2) (x—8)
Fresita 2
Derivar la siguiente funcion:
Vsenxcos2x
y= 1+ 3inx
Solucién.
l\/ml
Iny =In|—————
1+ 3lnx
Iny = ln[m] —In[1 + 3inx]
Iny = Eln[senxcost] —In[1 + 3inx]
Iny = %ln[senx] + %ln[cost] —In[1 + 3inx]
y'  (senx)" (cos2x)’ (14 3inx)’
; - 2(senx) + 2(cos2x) B (1+ 3inx)
y' CoSx —2sen2x 1 3
; - 2(senx) + 2(cos2x) B (1 + 3Ilnx) X
, coSx —2sen2x 1 3
y'=0) (2(senx) + 2(cos2x) B (1 + 3Inx) ;)
, Vsenxcos2x coSx sen2x 3
Y= ( 1+ 3lnx )(2(senx) B (cos2x) B x(1+ 31nx)>
. (Vsenxcos2x (1 3
Y= ( 1+ 3lnx )(E ctgx — tg2x = x(1+ 31nx))
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Fresita 3
Derivar la siguiente funcion:
y = x% senx

Solucion.
Iny = In[x?"senx|
Iny = ln[xzx] + In[senx]
Iny = 2¥ In[x] + In[senx]
y' (senx)’
= (291 2% (In[x])’
y (2*) In[x] + 2*(In[x])" + Gens)
y' 1 cosx
—=2%In2Inx +2¥—+
y x  (senx)
2x
y' =) (2" In x'"2 + —+ ctgx)

x 2%
y' = (x? senx) (2x Inx'"2 + —+ ctgx)

Fresita 4
Derivar la siguiente funcién:
yr=x7
Solucién.
Iny* = In[xY]
xlny=ylnx
()'Iny+x(Iny) = (y)' Inx + y(Inx)’
1

1
Iny+x—y =y'Inx+y-
ny xyy y Inx yx

Xy — ’lnx—z—ln
yy y X y

'<x I )—y I

y y nx)=>-lIny
,<x—ylnx> y—xlny

y =

y X
, y y—xlny
v = ()%
x—ylnx X
,_ Yy —xIny)
x(x —ylInx)
Fresita 5

Derivar la siguiente funcion:
k
y= (x ++1+ xz)
Solucion.
k
1ny=ln[(x+ 1+x2) ]
Iny = kln(x+ 1 +x2)
y' k(x +V1+x2)
y x+V1+ x?
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y' ll N (1+x2)
Y x++V1+x2 2\/1+x2
=l e
Yy x++V1+x? 2V1 + x2
y k [m +x
Yy x+V1i+x2| V1+x?
/ k )
y =y (\/1 + x?
' ( +V1+ Z)k( i )
y =|x X
VIt2
Fresita 6
Derivar la siguiente funcion:
1
4x
_ Y23
Solucién.
1
1 1 ki
ny=myz +3
Iny = ( ) In(x? + 3)
= —ln[ ] —In[x? + 3]
y 1l (x2 +3)’
y  x2 n (x2 + 3)
y' —In4 2x
y  x2  (x2+3)
g )<ln4+ 2x )
Y ="V Tr+3)
1
, 4x In4(x? + 3) + 2x3
Y= x%2+3 x%(x?+ 3)
1
,  —4x[In4(x? +3) + 2x°]
Y= x%(x? + 3)?
Fresita 7
Derivar la siguiente funcion:
_ 6vVsenb
Y= sect
Solucién.
[HVSenHl
Iny =1In
secl

Iny = ln[H\/sen ] In[secO]

Iny = In[0] + ln[senH]Z —In[cos@]?!
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Iny = In[0] + %ln[sen@] + In[cosB]
y' (@)  (sen8)"  (cos0)
; 9 2(senf) = (cosH)

y' 1 cos6 —senf
; ) + 2(senf) + (cosB)
, 1 cosf —senb
y'=0) <5 + 2(senB) + (cosH))
, 6vsenb\ /1 cos6 —senf
Y= < sech )(5 + 2(sen0) + (cos@))
) 0vsenB\ (2senbcost + Ocos?0 — 20sen?0
Y= < sec ) ( 20senfcosf )
, _ (2senfcos6 + Ocos?0 — 20sen’
a < 2v/senf )
Fresita 8
Derivar la siguiente funcién:
1-ef
y = senf [ml
Solucion.
1-ef
Iny =1In lsen@ (@)l

1-ef

1+ef

Iny = In[send] + In[1 — €°] — In[1 + €9
y' B (senB)’ (1 — e")’ (1 + ef’)’

y  senf @ (1-€) (1+e9)

Iny = In[senf] + In

~

y  cos@ —ef sH

T T semg Td—e9 ared

Y g6 - e’(1-e)+ef(1+e?)
y (1-e?9)

Zi: ctg 0 2e’

y (1-e)

\<\
I
—
<
—/
—
Q
]
Q
S
)
@
)
~
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Fresita 9
Derivar la siguiente funcion:
ctgx
y = (tg2x) 2
Solucion.
ctgx
Iny =1In|(tg2x) 2 ]
ctgx
Iny = -In(tg2x)
y 1 , :
72 [(ctgx)'(In(tg2x)) + (ctgx)(In(tg2x))']
y 1] (tg2x)’
"2 - csc?x - (In(tg2x)) + (ctgx) tg2x
y 1] 2 - In(eg2) + (ct )ZSECZX
y—z-cscxngx ctgx toZx
[ 2ctgxsec?2x
y' = % -—csczx In(tg2x) + gtg—le
. (tg2x)2 " 2ctgxsec?2x
> —csc?xIn(tg2x) + tg—Zx
Fresita 10

Derivar la siguiente funcion:

| \/1+x—\/1—xl+2 . 1—x
= 1Iin arc S a—
Y Vi+x+vV1l—x AR
Solucion.

Como ya describimos en un ejercicio anterior tenemos que simplificar la expresion
(racionalizar) en este caso sera del logaritmo.

Vitx—VI-x VI+x—vV1-—x \/1+x—\/1—x
Vi+x++V1l—x \/1+x+\/1—x \/1+x—\/1—x

VI+x—Vi—x) _(\/1+x—\/1—x)

Vi+x)' - (VI=x) 2x
Reemplazamos:

5 1—x

+ Zarctg T+x

1—x

—Zln[(\/1+x—\/1—x)] In[2x] +2arctg/

’1—x

(\/1+x—\/1—x) (Zx) <1+x

(\/1+x—\/1—x) 2x T—x\
1+< 1+x>

(\/1+x—\/1—x)

y=
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1 4 1 2(1 1+x>
_,2ikx 2yi-—x 2 “\2N1-X (1—X),
(Vi+x—V1-x) 2x 2 1+x
1+x

Vi—x++V1+x 1+\/(1+x)3/2 -2
Vi—x2(V1+x—-Vi—-x) * 2y1-x (1+x)?
2
_ (V1—x++v1+7x) 1. —2
Y V1 —x2%2(2x) X 2Vl—xV1l+x
_24i-7 1, 1
Y V1—x%2(2x) X 1 —x?
C14+V1-x2 V1-xZ+4x
Y V1 —x2%(x) xV1—x2
1—x 1—x

y:—:x P
Vi—x2(x) l1+x

y:

Fresita 11
Derivar la siguiente funcion:

4x2+x+1 2x+1 2x —1
y=1In xz—x+1 \/_[arcth+arctg 7

Solucién.

En esta pregunta usaremos la propiedad:
x +

arctg x + arctg y = arctg ( — ;y)

Reemplazamos:

Y= 1 — x2

1 1 3
z““[xz+x+1l—ln[x2—x+1n+marctg[ xl

_V3x )\,
1P +x+1) (P -x+1) N 1 1—x?
Y T a2 rx+1 x2—x+1 23 <\/§x )2
) 1+

1—x2

, 17 2x+1 2x —1 N 1 (1—x2)?
y_4_x2+x+1 x?—x+11 243 3x%24+ (1 —x2)2

Se esta realizando un cambio de variable porque no me alcanza la hoja.

4 ( V3x >’ _ (v3x)'(1 — x?) — (V3x)(1 — x?)

1—x2 (1 —x2)2
\/_(1—x2)—\/_x( 2x) V3 +/3x
(1 —x2)2 (1 —x2)2
o1 2-2x 1 (1 — x?)? V3 +/3x
y :Z[x4+x2+1 + \/_.3x2 (1—)62)2.(1—962)2
, 1 1—x 1+4+x
y _E[x4+x2+1 2 [x4+x2+1
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1
Y T a2+ 1
En la transformacion del angulo.
2x+1+2x—1 4x 43x
xty __ V3 V3 _ 3 _ T3
1—xy 1_2x+1_2x—1 _4x2—17 4 —4x?
33 3 3
x+y_\/§x
1—xy 1—x2
Fresita 12
Derivar la siguiente funcion:
X+\y
X—y x+\/;
e +In =8
x =y
Solucién.
eitg x+.[y N 1 <x+\/_> 0
x—\/_ x+\/_ \/_

x+\y
1 EE R f(x+f) x—ﬁ_(ﬁﬁ),_o
2 x+.Jy\x—fy x+\/— x—\[y

()

i
x+.\y x+\/_

(47 (= 5) ~ (e + R = 3)

(x=y)

(135

") (=) - (x4 3

)"

(5495~ 5) = (x4 )27 )
2x\[y + xy' — 2y — \Jyy' = 2xJy —xy' + 2y — Jyy’'

2xy' =4y

)’=7
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Prueba de habilidades
Determine la derivada de las siguientes funciones:

_ (x+2)%V3x +5
Y= G+ 23 -8

Rot [ 3 4 1 6x 5
pa.yx+2 3x+5 x242 x-8
1 1 1 ]

Jtgxex

T 1+ inx
y=x"x2+x+1) Rpta.y[

Rpta. _
pta y[sen2x+2 x + xlnx
Inx + 2 2x+1

Vx * x2+x+1
yly =5 — 2xiny]
"x[2x + 8 — ylnx]
tgx + 2xsec?x
xtg?x + 3

y

y2x+8 — xy—S Rpta

y = (xtg?x + 3)k Rpta.yktgx l

Rpt y'ty [l4-+1 2x
pta. 2y +1 n x? + 3|

1+
Rpt [ 2oL actgan -2
) pta.y|zo =1, T 4ctgex — 17|
2+ Inx
W = x* Rpta.—y [ ]
2Vx(1 —1Iny)
=( Ycosx Rot cos?x — sen’x In(senx)
Yo pra.y sen x
y= stenx- 1—-e*
Rpt [ ! + ! t e
pta.y o 2c gx 69
1 — arccosx Rt y
= T e a.
Y= |1+ arccosx p (1 — arccos?x)V1 — 22
x x 1
y=x Rpta.x* 'xx(;+lnx+ln2x>
y = (x + xsenx)*
Rpta [1 + In(x + xsenx) + ﬂ]
3 ey 1+ senx
y = x3€* sen2x Rpta.y [; + 2x + 2ctg(2x) ]
_ et pory [T 6X7 +1
Y= o2 PraY 131 — x5
_ sen +l 1+ senx ot 2sec?
Y= oszx T cosx pta.zsectx
y = arcsen (eln[sen(2x+1)]) Rpta.?2
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Capitulo X

Derivadas de orden superior

de orden n, destacando su significado y uso. La segunda derivada se interpreta como el

cambio de la tasa de cambio y permite analizar concavidad, puntos de inflexion y
criterios practicos para identificar extremos. En aplicaciones fisicas conecta con aceleracion y,
en Ordenes superiores, con magnitudes como el “tiron” o variaciones mas finas del movimiento.
Se introduce ademas la aproximacion local mediante polinomios de Taylor y la idea de estimar
el error de aproximacion, subrayando la importancia de la regularidad de las funciones
(existencia y continuidad de derivadas) y la deteccion de puntos donde dichas propiedades
fallan. Con estas herramientas, el analisis cualitativo y cuantitativo de funciones gana precision
y profundidad.

E ste capitulo extiende el estudio desde la primera derivada a la segunda y a las derivadas

10.1. ¢ Qué son las derivadas de orden superior?

Cuando por fin dominas la derivacién y piensas que el calculo diferencial es sencillo, aparece
la segunda derivada y complica el panorama. Luego llegan la tercera, la cuarta y, en general, la
n-ésima derivada. Tranquilo: no es tan terrible. EI método es el mismo de siempre—derivar
sucesivamente con orden y cuidado.

Ejemplos de aplicacion:

Manguito 1. Teniendo la expresion:
y =5x3+3x? +18
Determine la derivada:
y' = 15x% + 6x

De la expresion anterior encuentre su derivada
(v")' = (15x2 + 6x)’

y'" =30x
De la expresion anterior encuentre su derivada
(") = (30x)’
yll/ — 30
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De la expresion anterior encuentre su derivada
O = (30)
yw — O

A partir de aqui, las derivadas sucesivas de la funcion resultan cero.
(Qué observamos en el “manguito”?

e En el miembro izquierdo, solo cambian los exponentes.
e En el miembro derecho, se derivan las expresiones aplicando las reglas ya definidas.

Con esto, ya puedes obtener la segunda, tercera y, en general, la n-ésima derivada. Este es un
ejercicio clasico denominado célculo de la derivada enésima. Para resolverlo, trabajaremos con
dos enfoques principales:

1. Método de induccion (el diagrama explica el procedimiento para calcular f®
2. Reconocimiento de patron y férmula general (derivar varias veces, identificar la
regularidad y enunciar la expresion de f®

Identificar la Funcién

y=fx)
v En el paso del
cuadro de decision
Derivar la Expresién derivaras la funcion
por lo menos 3
Veces.
¢Hallaste la ley
de formacion?
Si . . .
l Si cambia de signo con cada
- derivada
Expresar la ley de formacion en (-1)"

un lenguaje matemaético

A

Si se multiplica en forma
ascendente
1Xx2%x3X..Xxn=n!

Escribir la derivada
enésima

10.2. ¢ Aplicaciones de las derivadas de orden superior?
¢Son importantes? Por supuesto. Comprenderlas es clave porque permiten:

e Determinar maximos y minimos (criterio de la segunda derivada).
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e Interpretar magnitudes fisicas como la aceleracion (segunda derivada de la posicion).
e Construir aproximaciones mediante series de Taylor, entre otras aplicaciones.

10.3. Método de Leibniz para la derivada enésima

Este método, de caracter mas mecanico, se emplea para derivar el producto de dos funciones (y
puede generalizarse). Requiere conocer o poder obtener las derivadas de orden k de cada factor;
luego se sustituyen en la formula. Es analogo al binomio de Newton:

Sea la funcion: y = u(x) - v(x)
n—k k

A" d
=Y o @] o (0]

dx™
k=0

Otra forma de representar sera:
y* =u™v + Clu W + CRuT A+ L+ G u v+ uv™
Donde:

u" es la derivada "enésima de u".
n . n o) "
v" es la derivada "enésima de v".
u™ les la derivada enésima-1 de asi sucesivamente.
Cy es la combinacion k grupos de n.
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Ejercicios de aplicacion

Manguito 1
Hallar la segunda derivada de la funcién:
_4—x
Y =4«
Solucioén:
_4—x
Y=«
, (A=x)'(4+x)—-(4—-x)(“4+x)
B (4 +x)?
,_ DU+ - (4-nQ)
y (4 + x)?
. —4—-—x—-4+x
Y= (4 + x)?
y' = m esta es la primera derivada
-8
N = — 4 -2
v A
) =[-8(4+x)7?
y'=16(4+x)3(4 +x)’
"= 164+ 1) =
y = S T
Manguito 2
Hallar la segunda derivada de la funcién:
y=0"+1)°
Solucién:
y=@*+1)°

y =6(x%+1)5x3+1)

y' = 6(x3 + 1)5(3x2)

y' = 18x%(x3 + 1)° para derivar usaremos regla del producto
y" = (18x*)[(x* + 1)°] + (18x?)[(x® + 1)°]'

y" =36x(x3+1)%+ (18x2)[5(x% + D*(x® + 1)']

y" =36x(x3+ 1)° + (18x3)[5(x3 + 1)*(3x?)]
y" =36x(x3+ 1)° + 270x*(x3 + 1)*
y" =36x(x3+ 1)° + 270(x* + x)*

Manguito 3
Hallar la tercera derivada de la funcion:
y = cos?x
Solucion:
y = cos?x reconocer la funcion compuesta
y' = 2cosx(cosx)’  por regla de la cadena
= —2cosxsenx Por conveniencia usaremos angulo doble
= —sen2x
—cos2x(2x)’
= —2c0s2x

yl
yl
yll
yII
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y'"" = 4sen2x
Es muy importante conocer las formulas trigonométricas para evitar procesos innecesarios.

Manguito 4
Hallar y"'(1/3):
y = e3x—1
Solucidn.
y = @3*~1  reconocer la funciéon compuesta
y' =e3*1(3x —1)" porregla de la cadena

yl — ge3x—1

y" =3e3*"1(3x - 1)’
yll — 9e3x—1

yIH — 27e3x—1

Reemplazamos en la nueva expresion.
1
y'"'(1/3) = 27e3(G)1 = 27

Manguito 5

Hallar y''(0):

y = qsen2x
Solucién:

y = a’"?* reconocer la funcién compuesta
y' = a’"**(Ina)(sen2x)’  por regla de la cadena

y' = a**"?*(Ina)(2cos2x) derivamos “regla del producto”

y'" = [a%"**Ina]’ (2cos2x) + a*¢"?**(Ina)(2cos2x)’

y"" = a%¢"?*(Ina)(2cos2x)(2cos2x) + a>¢"?*(Ina) (—4sen2x)
y" = a%¢"?*(In a)(4cos?2x) — a**"**(Ina) (4sen2x)

y" = 4a%"**(In a)[cos?2x — sen2x]

Reemplazamos en la nueva expresion.

y"(0) = 4a*™2Ol(In a)[cos?[2(0)] — sen[2(0)]]
y""(0) = 4a**"°(Ina)[cos?0 — sen 0]

y"(0) = 4a’(Ina)[(1)* - 0]

y"(0) =4(na)[(1)2—0] = 4Ina

Manguito 6
Encontrar la derivada “n-ésima”
y = sen’x

Solucion:
y' = 2senx(senx)’
y' = 2senxcosx
y' = sen2x = 2%sen2x
y" = cos2x(2x)’
y' = 2cos2x = 2'sen (Zx + E)

2
y"" = —4sen2x = —2%sen2x = 2%sen <2x +2 (g))
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A
y'? = —8cos2x = —23cos2x = 23sen <2x +3 (§)>

oy =2""1gen (Zx +(n-1) g)

Manguito 7
Encontrar la derivada “n-ésima”
1
Y= ax+b
Solucién:
= = = -1
Y ax+b y = (ax +Db)

y' = —(ax + b)"?(ax + b)’

y' = —(ax + b)%(a) = (-1D'a(ax + b)7? =

y" = 2a(ax + b)3(ax + b)' = 2a(ax + b)3(a)

y" = (—1)2(1 x 2)a?(ax + b) ™3 *x

y'"" = —6a?(ax + b) *(ax + b) = —6a%(ax + b)"*(a)
y'"" = (—1)3(1 x 2 x 3)a3(ax + b)™* *xx

y'V = 24a3(ax + b) °(ax + b)' = 24a3(ax + b)°(a)
YV = (=1)*(1 x 2 x 3 x 4)a*(ax + b) 75 x*x*x

syt = (—=1D"(nDa"(ax + b) "1

Siempre que el signo alterna en cada derivada se pondra el factor (—1)™ si la primera derivada
es negativa “n” sera Unico exponente, si es la segunda derivada negativa entonces a “n” se le
aumentara 1.

Manguito 8
Encontrar la derivada “n-ésima”
y = In(ax + b)
Solucién:
ax +b)' a
y' = ( ) _ = a(ax + b)?

"~ (ax+Db) ax+b
y' = (—1)%a(ax + b)71 «
y' = —a(ax + b) %(ax + b)' = —a(ax + b)"%(a)

y'"' = (=1*Da*(ax + b)™? *x

y"" = 2a*(ax + b)3(ax + b)' = 2a*(ax + b)3(a)
y"" = (—=1)*(1 x 2)a3(ax + b) 73 xxx

y'"V = —6a3(ax + b)"*(ax + b)' = —6a3(ax + b)*(a)
'V = (=1)°(1 X 2 x 3)a*(ax + b) ™5 x*xx

syt = (D" (n-1Da"(ax + b)™

Manguito 9
Encontrar la derivada “n-ésima”
X
Y= 1
Solucion:
Para resolver este ejercicio descomponemos la fraccion original con el método de fracciones
parciales.
x A B

y:x2—1:x+1+x—1
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Resolveremos por limites:

A=l -G D) = i * _ 1
0y =TT 272

B = lim — ( 1) = li !
a1 o x+1 2

Reemplazamos los coeficientes:

1/2 1/2 1 L1 .
—x+1+x_1—§(x+1) +§(x—1)

= larnr-iaon
y =3 2

y' = %(1 x2)(x+1)3 +%(1 x2)(x—1)"3

1 1
y'" = —5(1 X2x3)(x+1™* ——(1 x2x3)(x—1)"*
-1 n _1\n
yt = e M+ D)™ +—— ( ) (nH(x -1
n (_ )n n-1 -n—1
y MD[(x+ )™ + (x — 1) ]
Manguito 10
Encontrar la derivada “n-ésima”
_ 1—x
Y= 1+x

Solucién:
En este caso no es necesario descomponer la fraccion solo aplicaremos la regla del producto.
1-20)'0+x)—-(1-x0+x)

L

(1+x)2
, 11+ x)—(1-x)x1 —-1-x—-1+4x
Y= 1+ )2 BNCETOE

=Gz = 2+ = D@+~

yl

Y =41+ x)"3 = (=1)2(2)(1 x 2)(1 + x)3

Y= —12(1+ %)t = (D321 x 2 x 3)(1 + x)~*
Y = 48(1+x)5 = (=1)*(2)(1 x 2 x 3 x 4)(1 + x)~5

y*=(-1D"2n!(1+x) "1

Manguito 11
Encontrar la derivada “n-ésima”

y = (ax + b)"
Solucion:
y' =n(ax + b)" (ax + b) =n(ax + b)" 1(a)
y' =na(ax + b)" ! «
"=n(n-1alax + b)" ?(ax + b)’
"=n(m - Dalax + b)"?(a)
"=n(n—1a?(ax + b)"? xx
"=nn-1)(n-2)a*(ax + b)" 3(ax + b)’
"=nn—-1)(n-2)ad(ax + b)""3 xxx

QR R

137



Calculo diferencial

Paucara, L.

De las tres derivadas halladas concluimos que:
yt*=nn—1)(n—-2)..x2x1(ax + b)* "(a™)
y* =nla™(ax + b)°

~yt=nla"

Manguito 12
Encontrar la derivada “n-ésima”

y = eax+b

Solucion:

yl — eax+b(ax + b)’ — eax+b(a)

yr — CLeax+b *

y" = a@¥*P(ax + b) = a@¥*P(q)

yn = q2@ax+b 4

ym — azeax+b(ax + b)' — azeax+b(a)
ym = q3@ax*b 4y

De las tres derivadas halladas concluimos que:
yn — aneax+b

Manguito 13
Encontrar la derivada “n-ésima”

y=Vax+b

Solucion:
1
y=Vax+ b = (ax + b)2
1 -1 1 ~1
y'==(ax+b)2 (ax+ b) = 5 (ax+b)2 (a)

2
1 -1 (-1)? -1
y’=§a(ax+b)2 = a(ax + b)2 *

21

-1 -3 -1 -3
" =—alax+b)2 (ax +b)' =—-alax +b)Z (a)

z _1( +b)_732 = 3( +b)_732
= — = Xk
y 7 (ax a 57— (ax a
3 -5 3 =5
Yy = §(ax +b)2a%(ax +b) = g(ax +b)2 a?(a)
3 -5 —-1)*(1x3 -5
ym — g(ax + b)7a3 — *(ax + b)7a3 * ok ok
—15 -7 -1)°(1x3x%x5 -7
y" = 16 (ax +b)za® = 1) (24 )(ax +b)7a*

De las tres derivadas halladas concluimos que:

Paraun “n > 2”
(=DM 1x3%x5x%..%x (2n — 3)]

1
o (ax + b) " zg"

n
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Manguito 14
Derivar la siguiente funcién usando la formula de Leibniz
y = x€*

Solucion: v = er

u=»Xx v =ax

u' =1 v = ex

uII — 0 1]”’ — ex

u"=0 vt =er

Aplicamos la formula de Leibniz

y* = utv + Clu W + CRu v+ L+ O u' v+ uv®
y™* =0+ C(0)(€%) + CF(0)v?+...+n(1)Ee* + xe*
y*=04+0+0+...4+n€* + x€* = n€&* + xe&*
y'*=€e*(n+x)

Manguito 15
En la pregunta anterior nos convenia que el exponencial fuese el u
Derivar la siguiente funcién usando la formula de Leibniz

y = x2e3x
Solucién:
u=e¥ v=x?2
u =3ex v' = 2x
u” — 32e3x v'’'=2
u’” — 3Se3x v =0
u = 3n@3x v* =0

Aplicamos la formula de Leibniz
y* =uw + Clu" W + CHu Y+ L+ O i v + uv™
y" =3"e3*x? + (3" 1e3*]2x + CF[3"2e3*]2 + 0+... 40

nn—1
y" =3"e3%x2 + n[3"1e3¥)2x + n(n—1) 5 ) [3"2e3*]2

Manguito 16
Derivar la siguiente funcién usando la férmula de Leibniz
y =x3Inx
Solucién:
v=x3
u=Inx v = 3x2
u' =x"1 v =6x
u' = —-1x"? v =6
u'" = 2x3 V=0
v =0

u = (D" (n-1DIx"

Aplicamos la formula de Leibniz
y* =u + Clu" W + CHu Y 4.+ O i v + uv™
y* = utv + Clu™ W + CRu 20" + CRu T3V 4+ 0
3(=1)"*n!
uv = ()" (n - DIx %3 = 3Dl )n_3
nx
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o, o 3(—1)™n!
Clu™ ' =n(-1)"(n—2)!'x" " 13x2 = (= Dxt
oy _ o 6(—1)"1n!
Cru"2v" = (D" 1(n—3)x " 2%6x = 2
6(—1)"2n!
N, =31 — (_AYI=2(1p _ A\ +—N—3¢ —
C3u" v -1 (n—4)'x 6 (n — 3)xn+1

n (—D)™(n —4)!
yt*=6 3 paraunn = 4
Si, lo sé: quieres saber qué paso. La operacion resulta demasiado extensa; por ello optamos por
factorizar, extrayendo el factor comun de los términos y, cuando correspondia, el de menor
exponente. Si deseas, puedes desarrollarla completa, pero te adelanto que es bastante laboriosa.
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Prueba de habilidades

1.- Hallar la segunda derivada de la funcion:
3—x Rot -6
3+x pta. (x + 3)2

y:

2.- Hallar la segunda derivada de la funcion:
y = ex’ Rpta.€*° (4x2 + 2)

3.- Hallar la segunda derivada de la funcién para x = ve — 1:
2 e-1

— 2 _ —
y =In(x*—-1) Rpta.e 2 e-2?
4.- Hallar y""'(3):
y = (2x —3)° Rpta.4320
5.- Hallar y'"":
y=x3—5x%2+47x —2 Rpta.6

6.-Encontrar la derivada “n-ésima”

X (-D™11-4-7..(3n—=5)(3n + 2x)
Yy =3 Rpta. 73 ;n =2
V1+x 3n(1 + x)n+Y
7.-Encontrar la derivada “n-ésima”
1 n!
- Rt._2n+1+ _1T'L
8.-Encontrar la derivada “n-ésima”
— 2In(x + b) Rpta, ZD (1!
y = 2In(x pta. Gt D)
9.-Encontrar la derivada “n-ésima”
L (n—1)!
y=x"""lnx Rpta.——

10.-Encontrar la derivada “n-ésima”
1+ x 2n!
Rpta. m

y=1—x

11.-Encontrar la derivada “n-ésima”
y=(1-x?)cosx

(n-1m

Rpta. (1 — x?) cos (x + nz—n) — 2nxcos (x + T) —n(n—1)cos (x + @)
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Capitulo XI

Interpretacion geométrica de la derivada

un punto, la recta normal asociada y el comportamiento local de la curva. Veras como

el signo de la derivada describe crecimiento o decrecimiento, y cémo sus ceros y
cambios de signo revelan maximos y minimos. Con la segunda derivada interpretamos la
concavidad y los puntos de inflexion, claves para esbozar curvas con criterio y detectar asintotas
o cambios de forma. Integramos estas ideas en un método practico de andlisis y trazado de
funciones, util para resolver problemas de optimizacion y para comprender fendmenos fisicos
a partir de sus graficas.

E ste capitulo traduce la derivada al lenguaje de las figuras: la pendiente de la tangente en

11.1. Recta tangente y normal

El problema de hallar la “pendiente” de una curva en un punto P, se reduce a las aproximaciones
mediante rectas que pasan por Py otro punto de la curva, por ejemplo Q. Entonces, la funcién:

y = f(x) ysean P(xo, f (x0)) Y Q(x0 + h, f(xo + h))

Dos puntos de la gréfica.

fixy+h)

Por propiedad conocemos que la pendiente de la recta secante es:

my = cgo = LG0T 1) =/ )
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Suponiendo que P es un punto fijo y Q es un punto de la curva que se desplaza hacia P de
forma que si:
X = Xy, implica,h = (x; —x) = 0

11.2. Maximos, minimos y aplicaciones fisicas
Al realizar este proceso, la pendiente de la recta secante m, tiende a transformarse en la
pendiente “m” de la tangente y asi el a&ngulo 6 llega a convertirse en el angulo «, es decir,
tg6d = tga cuando h — 0, escrita de una forma matematica seria:
tga = Illirr(l) tgb
f(xo +h) = f(xo)
h

Para resolver este tipo de preguntas primero recordemos ciertas formulas:

Ecuacion de larecta: y = mx + b.
m = pendiente y b = desfase

Dos rectas son paralelas si sus pendientes son iguales.
m1 == mz

Dos rectas son ortogonales si el producto de sus pendientes es -1.

m1 " m2 = _1
El &ngulo entre dos curvas sera:
m; —m,
tg = ————
1+mum,
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Ejercicios de aplicacion

Sandia 1
Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva de ecuacion y = x% + 3x + 5 en el
punto P(2,15).

Solucioén:
Nos piden ecuacion de la recta tangente, para eso necesitamos la pendiente y un punto de
paso; lo segundo lo tenemos solo faltaria hallar la pendiente.

d
Pendiente = m = P (x?2+3x+5)

m = 2x + 3 evaluamos para el punto pedido x = 2
m = 7 Solo nos queda reemplazar en la ecuacion de la recta.
y=mx+b=>y=7x+b

Calculamos el desfase con el punto P(2,15)

y=7x+b=>15=712)+b b =1
y:7x+1:! y=7x+1 ]

Sandia 2
Determine la ecuacion de la recta normal a la curva de ecuacion y = x3 + 5x + 5 en el punto
P(1,11).

Solucion:
Nos piden ecuacion de la recta normal, para eso necesitamos la
pendiente y un punto de paso; lo segundo lo tenemos solo faltaria hallar la pendiente.

d
Pendiente = m = P (x3+5x +5)

m = 3x2 + 5 evaluamos para el punto pedido x = 1
m = 8 Sin embargo, ésta pendiente es de la recta tangente, pero nos pide la normal; para
hallar la pendiente de la recta normal.

Listo solo reemplazamos

-1
y=mx+b:y=?x+b

Calculamos el desfase con el punto P(1,11)
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-1 -1 89
yz?x+b:>11=?(1)+br-b=—

8
-1 89
y=—x+—=>8y=—x+89
8 8 :
]
iy
— | LN$8)’=—X+89
___________ ?“
___________ ]
y=x>+5x+5 | fi
_______ o
\\\\\ f‘l (TTTTTTT T EE T A}
\\\\ f 1 LTﬁy:8x+3
o / 1
S [ Sz T mmm=m=- ’
\\\I; //”/
10 b ,,': = 10
-

Sandia 3
Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva:

x2+y%2+2y=8enx=+/5

Solucioén:
En esta pregunta hallaremos la pendiente con ayuda de la derivada implicita recuerda m = y'.
—X
2x+2yy'+2y'=0=2y' =
yy y y y+1

Para determinar la pendiente necesitamos el punto de paso; tenemos “x” tendremos que hallar

(IS4

v

Reemplazamos x = /5 en la ecuacion.
x2+y%?+ 2y =8 = y? + 2y — 3 = 0 donde obtendremos.
y=1 AN y=-3

Por lo cual obtendremos dos rectas tangentes
Reemplazamos los puntos para hallar la pendiente

Punto P(V/5,1)
O |

= =
y+1 ™ 2

!

y:

y=7x+b

Hallando el desfase 1 = (_T\/g)\@ +b=>b=7/2
La ecuacion de la recta sera:

V5 7

y=—7x+§ =>2y=—\/§x+7
Para el punto P(+/5,—3) su ecuacion sera:
V5 11
y=7x—7:>2y=\/§x—11
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Sandia 4
Obtenga la ecuacion de la recta tangente a la curva
y = 2x? + 3 queseaparalelaalarecta8x —y+3 =0

Solucién:
Llevando a una forma conocida a la ecuacion de la recta:
8x—y+3=0=>y=8x+3=>m; =8

Donde obtenemos que la pendiente es 8.
y=2x>+3=>y =4x >m, = 4x

Para que dos rectas sean paralelas sus pendientes deben de ser iguales o proporcionales.

Es decir: my//m, © m; = m,
cAx=8=>x =2

Creando el punto de paso con x = 2
y=2x?+3>y=2(2)?+3.~y=11Elpunto P = (2,11)

Terminando la ecuaciéon: y = mx + b
y=8x+b=>11=82)+b -~ b=-5
Laecuacionserd: y =8x — 5




Calculo diferencial

Paucara, L.

Sandia 5
Obtenga una ecuacion de cada recta normal a la curva
y = x3 — 3x que sea paralela a la recta 2x + 18y = 9

Solucion:
Llevando a una forma conocida a la ecuacion de la recta:
1 1 1
2 1 =9 = — = - = ——
x + 18y y 9 X+ > my 9

Donde obtenemos que la pendiente es —1/9.

y=x3-3x>y ' =3x*-3>m, =3x2-3

Sin embargo, esto es de la tangente, para la normal.
-1 -1

m, M =323

Requisito para que sean paralelas my//m; © m; = m,
-1
ne———=——-=23=x?+1x=42
3x2—3 9 rrlex=a
Creando el punto de paso con x = 2:
y=x3-3x 2y=23-302) ~y=2; P=(22)
De aqui sacamos la ecuacion:

1 1 20
y=——x+b=>2=—§(2)+b-'-b=—

9 9
.. , 1 20
Laecuacionsera: y = —-x + —
. 1 20
De lamismaformaconx = -2 =y = X

y=x%—-3x

2x+ 18y =9

Sandia 6

Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva:
x2 + y%2 =9enel punto P(2,4)

Solucion:
Sea (a, b) el punto de tangencia.
Hallamos la pendiente de la circunferencia.
—X
2x +2yy' =0=>y' = > con el punto
a

m=—3

Por otro lado, la pendiente de la tangente que pasa por (2,4) y (a, b)es:

147



Calculo diferencial

Paucara, L.

4 —
m=o— 7 igualando las pendientes
i AN I ST
b 2-a ara =

a’?+b%>=4b+2a..l

Como el punto (a, b) esta en la circunferencia:

a’?+b?2=9..1

Delyll: 9 =4b+ 2a..1II

9—4b (9 —4b\’

a=— :>< 5 ) +h%2=9

81— 72b + 16b?% + 4b*> =36 = 20b2 —72b+45 =0

b_72i\/722—4-20-45
B 40

Reemplazandoen lll: a; = -1.08 y a, = 2.9

Ecuacién 1:

_a —1.08_12 tod P(2,4)
my = —o = ———5- = g7 puntode paso P(2,

+b=4 12 (2)+b b 100
= = = — o = —_—
y=mEe 31 31
La ecuacion sera:
= 12 + 100, 31y =12x + 100
Y=g T3 O 2T
- (24)

| Lasegunda ecuacién
|, la sacamos con los
puntos a, y b,
siguiendo los

x? + y2 =9 anteriores pasos de la
primera ecuacion

148



Bibliografia

Ayres, F., & Mendelson, E. (1991). Célculo diferencial e integral. McGraw-Hill.
Bronshtein, 1., & Semendiaev, K. (1982). Manual de mateméticas para ingenieros y estudiantes. MIR.

Cantoral Uriza, Ricardo; Fafan Marquez, Rosa Maria, (2004). Desarrollo Conceptual del Célculo.
International Thomson Editores. México, D.F.

Efimenko, V., Lunts, G., Frolov, S., & Yanpolski, A. (1986). Problemas y ejercicios de analisis
matematico. Latinoamericana.

Espinoza Ramos, E. (2009). Analisis matemaético I. EDUKPERU.
Figueroa Garcia, R. (2015). Analisis matematico 1. Ediciones RFG
Georgii Nikolai, B. (1977). Problemas y ejercicios de analisis matematico. MIR.

Gil Sevilla, J. L., & Diaz Téllez, R. (2013). Célculo diferencial para cursos con enfoque por
competencias. Pearson.

Granville, W., (1904). Célculo Diferencial e Integral. Editorial UTEHA.
Guerreiro, C. (s. f.). Célculo I. Universidad Central de Venezuela, Ediciones de la Biblioteca Central.

Larson, Roland E. Hostetler, Robert P. Edwards, Bruce H., (1995). Calculo, volumen 1. Quinta
Edicién. Editorial McGraw-Hill. México, D.F.

Larson, R., & Edwards, B. (2010). Célculo de una variable. McGraw-Hill.
Piedra Vilchez, Cesar, (2015). Introduccion al Célculo. Editorial Macro. Lima, Perd.
Piskunov, N. (1977). Célculo diferencial e integral. Tomo I. MIR.

Rubio Perilla, Marcelo. Duefias Ruiz, Herbert, (2006). Calculo 1. Universidad Nacional de Colombia.
Bogota, Colombia.

Stewart, James, (2001). Célculo de una Variable. Trascendentes Tempranas. Cuarta Edicion.
International Thomson Editores. México, D.F.

Stewart, James, (2012). Célculo. Trascendentes Tempranas. Séptima Edicion. Cengage Learing.

149



;\\ILADESA

INSTITUTO LATINOCAMERICANO DE INVESTIGACION Y DESARROLLO SOCIAL



I\IH 978-61 49?06?‘2‘
970672




